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Vorrede zum ersten Teile. 

Das Werk, dessen ersten Teil ich hiermit dem Drucke über- 
gebe, enthält nicht eine vollständige Abhandlung der darstellenden 
Geometrie, da es nur den Zweck hat, einen Begriff zu liefern von 
den modernen Anschauungen jener Disziplin, die G, Monge zur Würde 
einer Wissenschaft erhoben hat, und den Leser in den Stand zu 
setzen, mit den ihr eigenen Methoden geometrische Aufgaben zu lösen 
und Untersuchungen auf ihrem Gebiete verstehen zu können. Der 
Titel, den dieses Werk trägt, wurde gewählt sowohl um Zweck und 
Natur desselben anzuzeigen, als auch ist er berechtigt, da es das Er- 
gebnis der Vorlesungen über darstellende Geometrie ist, die von mir 
an der Universität Genua vom Wintersemester 18Ö7/Ö8 an gehalten 
worden sind. 

Die theoietische und praktische Bedeutung der darstellenden 
Geometrie ist von dem Zeitpunkte ihrer Erfindung an anerkannt 
worden, und es hat stets den Anschein gehabt, daß sie eher noch 
fortwährend wachse, als sich vermindere; sagt doch sehr schön 
F. Klein"-)- „Ist es nicht eine ebenso würdige Aufgabe der Matliematik, 
richtig zu zeichnen, wie die, richtig zu rechnen?" 

Über die Stellung jedoch, die sie in dem gesamten Gebiete der 
mathematischen Disziplinen einnehmen soll, sind die Mathematiker 
wenig einmütig^). Einige (unter welche der Verfasser sich leider 
nicht rechnen kann"] verschmelzen sie, dem Beispiele Fiedlers fol 
gend, mit der Geometrie dei Lage indem feie daraus ein Ganzes 
bilden, in welchem allerdings die darstellende Geometrie den Grund 
ton abgibt. Andere hingegen, ohne ihre innige Beziehung mit den 
Theorien der modernen Geometiie zu leugnen, rechnen sie /u den 
angewandten Disziphnen^) Wenn man nun, mit Rücksicht auf die 

1) SieheP, Stäikel Ängeu-andle Matliematik utid Fhyfik an den deutschen 
Universitäten (JalireaLer der dentschen Irfath Yer, XIII B 1904 S 827) 

3) BeEÖglich dieser Frage infonniere man sich durch den intiresBanten 
Artikel von G. Hauck, Lbei angeioandte MatktmaliK (Sitzungslier der ßprlmcr 
Math. Ges. 28. Okt. 1903), 

3) Vergl. die preußische Examenshestinimung vom. Jahre 1898. 
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Anwendung, die man toii unserer Wissenschaft in der Areliitektur, 
Technik, Kristallographie osw. machen kaun, aie bloß als eine zweck- 
mäßige Vorbildung für die Kunst des Zeichnens ansieht, so kann 
man zweifelsohne diese Ansicht billigen. Wenn man jedoch anderer- 
seits bedenkt, daß die Begriffe, auf denen sie beruht, und die Metho- 
den, die sie fortwährend anwendet, sämtlich nur solche sind, die uns 
die alte Euklidische Geometrie und die moderne projektive Geometrie 
lehren, und daß alle durch sie vorgeschriebenen Verfahren so streng 
exakt sind, daß sie den Vergleich mit der Algebra und der Analysis 
wohl aushalten können (was man z. B, von der Geodäsie und Astronomie 
nicht sagen kann), so wird man sich veranlaßt sehen, stark an der 
Richtigkeit jenes Urteils zu zweifeln. In der Tat bietet uns die 
darstellende Geometrie die schönsten und lehrreichsten Beispiele für 
eine strenge und vollständige Entwicklung mehrerer nützlicher Metho- 
den der eindeutigen Darstellung des ganzen Raumes auf eine 
Ebene^). Wir betrachten daher — indem wir die Theorie der Be- 
leuchtung und Schlagschatten in das Gebiet der angewandten dar- 
stellenden Geometrie verweisen ■ — die Wissenschaft, mit der wir 
uns in diesen Vorlesungen beschäftigen, als eine Provinz des großen 
Reiches der reinen Mathematik, jedoch als ein Grenzgebiet, bei 
dessen tJbersehreitung man in das Reich der Anwendungen ge- 
langt.^) 

Den Plan des vorliegenden Bandes ersieht man aus dem aus- 
führlichen Inhaltsverzeichnis, welches denselben eröffnet. Hier sei 
nur bemerkt, daß es mit einer summarischen Darlegung der Geo- 
metrie des Zirkels und der Geometrographie beginnt, aus 
Gründen, die vrir im Texte angeführt haben und hier wohl nicht zu 
wiederholen brauchen^). Es folgt dann im I.Buche die Methode 
der doppelten Orthogonalprojektion, der nach unserer Meinung 
immer der Ehrenplatz in jeder Bearbeitung der darstellenden Geo- 
metrie gebührt, alsdann im II. Buche eine parallel verlaufende Dai^ 
legung der Methode der Zentralprojektion, in deren Wesen und 
Anwendung, nach den Arbeiten Wilhelm Fiedlers, niemand un- 

1) B piele der eindeutigen DarstellunR- einer Ol erfläi-he bietet belnniit 
I li d e mathematische C eographie 

) I h ireue mich m diPser Beziehung m t Lc Holzmuller in Üherem 
st tarn Dg u sein dpr nicht zögerte zu erklaren an sich ist d e daratellente 
Ce m t e em Teil der reinen Mathematik (Jahresber der dput= hen Mith 
Ye B \IV, 1905 ^ 3o01 In gleichem '^inne pncht Herr F v Dalwigk 
(Ea \V 1906, S 3521 

i) Dieses System die darstellende Geom«tne mit der vor etwa Pinem Tabr 
zehnte ma Leben gerufpupn (leometrograph e zu verknüpfen, findet sich auch in 
der vorzüglichen Dei.lj iptu nt geomeUie promitam pardllü« ho von Pro£ J So 
botka (Piag lüOe), die wahrend des Druckes des lorhegenden Werkes erschien 



y Google 



Vorrede. V 

kundig bleiben darf. Das III. Buch ist der Methode der kotierten 
Ebenen gewidmet, die eine bekannte Verwendung in der Topo- 
graphie findet und hier mit der Methode der Zeutralprojektion ver- 
knüpft erscheint. Jede dieser Darstellungsraethoden wird in umfang- 
reicher Weise zur Lösung der wichtigsten Aufgaben über Punkte, 
Geraden und Ebenen verwendet, und die vielen Einzelheiten, auf die 
wir eingegangen sind, werden die Billigung derjenigen finden, die 
wie Monge der Ansieht sind, daß „wer die Gerade und die Ebene 
glatt KU handhaben weiß, auf Hindernisse in der darstellenden Geo- 
metrie nicht stoßen wird". Außer diesen drei Darstellungsmethoden 
werden auch andere bekannt gegeben und Hinweise auf solche hier 
und da gemacht; jedoch haben wir uns nicht mit deren Entwicklung 
aufgehalten, nm ihnen nicht eine Bedeutung beizulegen, die sie in 
Wirkhchkeit nicht besitzen. Überdies wird der intelligente Leser 
hier alle Elemente für eine erschöpfende Behandlung derselben finden 
in dem, was ihm als Übnngastoff geboten wird. 

Das rV". Buch betrifft die Axonometrie, eine komplementäre 
Methode, die von bemerkenswertem praktischem Nutzen ist und Ge- 
legenheit zu theoretischen Entwicklungen von größtem Werte bietet; 
es genüge, den Satz von Pohlke anzuführen, der zweifellos einer der 
interessantesten der allgemeinen Geometrie und etwa der schönste 
aus der darstellenden Geometrie ist. Das V. Buch endlich ist den 
Grundlagen der theoretischen Photogrammetrie gewidmet, dem 
jüngsten Zweige, der im abgelaufenen Jahrhundert dem Stamme der 
hier behandelten Disziplin entsprossen ist, und von dem, wenn wir 
uns nicht tauschen, hier zum erst«n Male in einer schulmäßigen Be- 
arbeitung der darstellenden Geometrie die Rede ist. Diese Neuerung 
erschien uns ratsam zu sein, nachdem die fundamentalen Arbeiten 
Guido Haucks über diese Lehre ihren hohen Wert ans Licht ge- 
zogen haben, und nachdem die Praktiker sie als eine der schönsten 
Anwendungen der Photographie erkannt haben. 

Bei unseren Lesern setzen wir als bekannt die Elemente der 
projektiven Geometrie voraus (etwa in den Grenzen, wie sie in den 
Vorlesungen von Prof. F. Enriques dargeboten werden), ebenfalls 
die der analytischen Geometrie der Ebene und des Raumes. Sehr 
empfehlen wir ihnen die sorgfältige Zeichmmg, sowohl der vollständig 
behandelten, als auch der nur aufgestellten Aufgaben. Ebenso wie 
jemand, der ein Buch über Analysia studiert, die angeführten Rech- 
nungen auch selber ausführen muß, so darf sich auch einer, der dar- 
stellende Geometrie betreiben will, nicht mit einer passiven Betrach- 
tung bloß der Zeichnungen, die ihm vor Augen kommen, begnügen. 
Wir fügen hinzu, daß zum leichteren Verständnis der angeführten 
Beweise die Zeichnung der wirklichen Figuren, die wir aus 
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Gfründen der Raumersparnis unterlassen haben, ihm von großem 
Nutzen seiu wird. 

Schließlich möge erwähnt werden, daß wir im allgemeinen die 
Quellen nicht zitiert hahen, noch auch historische Anmerkungen ge- 
geben haben, und zwar deshalb, weil eine Geschichte der darstel- 
lenden Geometrie das Schlußwort des vorliegenden Werkes bilden 
wird; das Schlußwort und nicht die Einleitung, weil erst, wenn man 
die Begriffe und Methoden einer Theorie schon kennt, ihre Geschichte 
interessieren nnd von unbestreitbarem Nutzen sein kann. 

Unsere Vorrede würde eine beklagenswerte Lücke aufweisen,, 
wenn sie nicht den Ausdruck meiner Anerkennung für das Haus des 
Herausgebers enthielte, der zum zweiten Male eine meiner Schriften 
in seiner Sammlung von Lehrbüchern der mathematischen 
Wissenschaften aufnimmt, und für Herrn Oberlehrer Schütte, der 
auch die Mühe der Zeichnung der Figuren übernommen hat, und 
diese in einer in jeder Hinsicht befriedigenden Weise ausgeführt hat. 

Genua, im Februar 1907 
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Einleitung. 



Natur und Zweck der darstellenden Geometrie. 

Die Lösung aller Aufgaben der elieneu Geometrie läßt sich 
praktisch ausfiihrenj wenn man folgende Aufgaben lösen kann: t. Zwei 
gegebene Punkte durch eine Gferade zu verbinden, 2. Den Schnitt- 
punkt zweier Geraden zu finden, 3. Einen Kreis zn beschreiben, dessen 
Mittelpunkt und Radius gegeben ist. Gehen wir jedoch zur Geo- 
metrie des Raumes über, so treten noch folgende vier Aufgaben 
hinzu: 1. Durch drei gegebene Punkte (oder einen Punkt und eine 
Gerade) eine Ebene zu legen, 2. Den Schnittpunkt einer Geraden mit 
einer Ebene zu finden, 3. Die Schnittlinie zweier Ebenen zu finden, 
4. Eine Kugel zu beschreiben, deren Mittelpunkt und Radius be- 
kannt ist. 

Während sich nun jene drei Au^aben in Wirklichkeit ausführen 
lassen, wenn man Bleistift, Lineal und Zirkel zur Verfügung hat, ist 
ies für die letzteren vier unmöglich, da es kein Mittel gibt, die Lage 
inea Punktes im Räume zeichnerisch festzulegen, oder in Wirkhchkeit 
ne Ebene oder Kugelfläche im Räume zu zeichnen. Mit einem 
Worte: In der Ebene kann man zeichnen, nicht aber im Räume. 
Es besteht daher ein wesentlicher Unterschied zwischen den Lösungen 
planimetrischer und stereometrischer Aufgaben, der darin Hegt, daß 
erstere in Wirkhchkeit ausführbar sind, während letztere einen aus- 
schließlich theoretischen Charakter haben. Da aber andererseits die 
Bedürfnisse dei^ angewandten Wissenschaften verlangen, daß auch die 
Aufgaben der Raumgeometrie wirklich ausgeführt werden, so hat man 
im Laufe der Zeit nach Hilfsmitteln gesucht und auch gefunden am 
diesen Zweck zu erreichen: Die darstellende (oder deskriptive) 
Geometrie ist eben die Wiesenschaft, die derartige Verfahren metho- 
disch zusammenfaßt. 

Diese haben als gemeinschaftliches Fundament einen Begriff, der 
sich unter verschiedenen Gestalten in allen Zweigen der heutigen 
Mathematik vorfindet und der insbesondere den Kern der projek- 
tiven Geometrie bildet: Es ist der Begriff der Korrespondenz 
zwischen zwei vei-schiedenen Figuren, oder der Darstellung (Ab- 
bildung) der einen durch die andere. In der darstellenden Geometrie 
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ersetzt man also jede Figur des Raumes durch eine ebene Figur, die 
mit der ersteren durch bestimmte uud konstante Beziehungen ver- 
bunden ist, und daher imstande, jene zu ersetzen. Demzufolge wird 
jede stereometrische Aufgabe durch eine andere planimetriscLe ersetzt; 
ist diese gelöst, ao hat man damit eine Figur erhalten, die der be- 
treffenden Bedingung genügt; indem man nun die entsprechende im 
Räume auffindet, ist auch die ursprüngliche Aufgabe gelöst. Es er- 
gibt sich hieraus: SoU die verwendete Darstellung oder Korrespondenz 
mit Sicherheit zu dem gewünschten Resultate führen, so ist not- 
wendig und hinreichend, daß man ohne Zweideutigkeit von 
dem abzubildenden Objekte zu seinem Bilde übergehen und 
ebenfalls ohne Zweideutigkeit von diesem zu jenem zurück- 
kehren könne. Diese Bedingung muß offenbar för jede, auch nicht 
mathematische Darstellung erfüllt sein.^) 

Das Problem, die theoretischen Lösungen stereometrischer 
Aufgaben praktisch auszuführen, ersetzt man also durch das 
andere, dreidimensionale Figuren durch entsprechende ebene 
Figuren darzustellen. Fassen wir unsere Bemerkungen kurz zu- 
sammen, so können wir folgende Definition gehen: Die darstel- 
lende Geometrie ist die Wissenschaft, welche lehrt: 1. räum- 
liche Figuren durch geeignete ebene Figuren darzustellen^), 
2. mit Hilfe dieser Aufgaben zu lösen, die sich auf jene be- 
ziehen, B. die hezüglichen Sätze aufzustellen. Damit bildet 
sie eine notwendige Er^nzung der gewöhnlichen Geometrie. 

Bezelchnungeii und Vorbemerkunger. 

Um unseren Darlegungen die möghehste Klarheit zu geben, 
wollen wir übereinkommen, immer zu bezeichnen 1. Punkte durch 
große lateinische Buchstaben, 2, Geraden durch kleine lateinische 
Buchstaben, S.Ebenen durch kleine griechische Buchstaben, wahrend 
wir zur Bezeichnung von Kurven und Flächen deutsche Buchstaben 
oder andere Schriftarten gebrauchen wollen. Wir wählen die ersten 
Buchstaben des Alphabets, um gegebene oder bekannte Stücke zu 
bezeichnen, die letzten für unbekannte bzw. gesuchte. Mit AB 
bezeichnen wir die Gerade, welche die beiden Punkte Ä und B ver- 
bindet, mit ah den Schnittpunkt der Geraden a und b, mit aa den 
der Geraden « mit der Ebene a; femer mit aß die den beiden Ebenen 

1) Als Beispiel möge der apracbliche Ausdruck dienen, der ja nichts an- 
deres ist, als eine Art der Daxstellimg oder Korrespondenz zwiEchen den Worten 
und den Begriffen. Leider entspricht keine der existierenden Sprachen völlig 
der oben ausgesprochene» Bedingung! 

2) Gewiß könnte man auch zweidimensionale nicht-ebene Figuren als 
darzustellende wühlen, aber vom praktischen Standpunkte sind solche Darstel- 
lungen wenig nützlich. 
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a und ß gemeinsame Gerade; AB hit^egen bezeiclme die durch die 
Punkte A und H begrenzte Strecke, ^ab bzw, 'fc aß bezeichne 
einen der von den Geraden a und b bzw. den Ebenen a und ß ge- 
bildeten Winkel. 

Um den Figuren eine größere Deutlichkeit zu geben, wollen wir 
alle gegebenen und gesuchten Linien kräftig zeichnen und voll aus- 
ziehen, sofern sie als sichtbar anzusehen sind, dagegen gestrichelt, 
wenn sie nicht sichtbar sind. Die Konstruktions- und Hilfslinien 
ziehen wir fein aus, entweder voll oder gestrichelt, oder wir zeichnen 
sie punktiert. 

Um bei den Zeichnungen eine möglichst große Genauigkeit zu 
erzielen, beachte man: Eine Gerade ist um so schärfer bestimmt, je 
weiter die beiden sie bestimmenden Punkte auseinander liegen, ein 
Punkt, je mehr der Winkel, den die beiden Linien, deren Schnitt er 
ist, miteinander bilden, sich einem Rechten nähert. 

ttier die Werkzeuge des Gcoiueters. 

Seit den Zeiten des Euklid sind die dem Geometer zugestandenen 
Instrumente das Lineal und der Zirkel (später fügte man noch das 
Winkelscheit und das Parallelenlineal hinzu). Diese Instrumente 
sind sehr verschiedener Natur; während es nämlich sehr leicht ist, 
über einen guten Zirkel zu verfügen, und daher eine Linie zu zeichnen, 
die einem idealen Kreise sehr nahe kommt, ist es ziemlich schwer, 
ein Lineal zu bekommen, das wirklich voUsfcÜndig geradlinig ist, und 
auch wenn mau es hätte, so würde es doch nicht leicht gelingen, 
mit diesem eine Linie zu ziehen, die einer wirklichen Geraden ver- 
gleichbar wäre. Daher ist die praktische Lösung eines geo- 
metrischen Problems um ao genauer, je mehr bei ihr der 
Gebrauch des Zirkels den des Lineals überwiegt. Diese Be- 
merkung Bßt die Frage auftauchen, ob es nicht möglich sei, das 
Linesil vollständig zu vermeiden, indem man sich hei der Ausführung 
aller Konstruktionen ausschließlich des Zirkels bedient? Diese Frage 
ist im bejahenden Sinne beantwortet, indem gegen Ende des 18. Jahr- 
hunderts Lorenzo Mascheroni (1750 — 1800) jene Disziplin schuf, 
die nach seinem Vorschlage als Geometrie des Zirkels benannt 
wurde') und deren allererste Grundzüge wir nunmehr darlegen wollen. 

Begriff und (jirTindaiifgabeii der Geometrie des Zirkels. 

Bei der Methode Mascheronis ist das einzig gestattete Instru- 
ment der Zirkel, und jede Gerade muß man sich als durch zwei 
ihrer Punkte dargestellt denken. (Wenn wir trotzdem in den folgen- 

1) Geometria del eompasso, Pavia 1797, Neue Ausgabe, Palermo 1902. 
Deutsch von arflson. Berlin 1825. 
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den Figuren Geraden ziehen oder punktiert darstellen, so gesehielit 
dies nur der Deutlichkeit halber.) Wir bemerken alsbald, daß man 
dann leicht unzählige weitere Punkte der Geraden auffinden kann. 
Sind nänilich Ä und S die beiden Punkte, durch welche die Gerade 
bestimmt wird, so nehmen wir diese als Mittelpunkte zweier gleich 
großer Kreise, die sich in M und N schneiden. Beschreiben wir 
dann um M und iV' wiederum zwei Kreise mit demselben, aber hin- 
länglich großen Radius r, so schneiden sich diese in zwei Punkten 
C, D, die offenbar der Geraden AH angehören. Durch Variation 
von r bekommen wir so unzählig viele Piinktepaare der Geraden. 

Bei allen geometrischen Konstruktionen treten als nicht weiter 
zurüekführbare Grundaufgaben folgende auf: I. Die Schnittpunkte 
einer Geraden mit einem Kreise zu bestimmen, II. Den zwei Geraden 
gemeinsamen Punkt zn finden, III. Die Schnittpunkte zweier Kreise 
zu bestimmen. Die letztere ist durch bloße Anwendung des Zirkels 
sofort gelöst; um die beiden anderen lösen zu können, müssen wir 
einige unumgängliche Voraufgaben erledigen: 

1. Zu einer Geraden ÄJB durch einen Punkt C die Parallele 
zu ziehen. Es genügt von der gesuchten Parallelen eineu zweiten 
Punkt zu kennen. Wir beschreiben um J3 mit ÄC, um C mit AB 
zwei Kreisp; diese schneiden sieh in D (und ^; dann ist CD die ge- 
suchte PanJlele (während AE parallel CB ist). 

2 Eine Strecke AH zu verdoppeln, verdreit'aolien usw. Man 
beschreibe um Jl mit BA einen Kreis, darauf mit demselben Radius 
um i einen Kieis, der den ersteren in M schneidet; dann um M mit 
demselben Radius wieder eioen Kreis, der den ersten in iV schneidet, 
dann um N Linen gleichen Kreis, der in C schneidet, BC ist dann 
gleich AB folglich AC = 2AB, usw. 

3. Den zu einem gegebenen Punkte 
P in bezug auf eine Gerade AB aym- 
motrischen Punkt P' zu finden. Auf- 
lösung: Die Kreise mit denMittelpunkten 
A und B, die durch P gehen, schneiden 
sich zum zweiten Male in dem ge- 
suchten Punkte P. 

4. Einen gegebenen Kreisbogen^I? 
zu halbieren (Fig. 1). Ist der Mittel- 
punkt des zugehörigen Kreises, so be- 
schreibe man einen Kreis um mit AB 
als Radius und bestimme seine Schnitt- 
punkte C und I) mit den beiden 
Kreisen, die um A und B mit OA be- 
schrieben sind (uud die sieh überdies noch in schneiden), dann 
sind die beiden Figuren ABOC und ABOB Parallelogramme, und 
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folglich liegen die Punkte C, D, in gerader Linie. Um C xmdD 
beachreiben wir nun mit den beiden gleichen Radien CB und DA 
Kreise, die sich in i' schneiden. Dann besckreiben wir noch nm C 
und I) Kreise mit dem Radius OE; diese schneiden sich iu F, dem 
gesuchten Punkte. Beweis: Daß .F gleichweit YOn A und_Z? entfernt 
ist, leuchtet sogleich ein; es ist nur noch zu zeigen, daß F auf der 
Peripherie des gegebenen Kreises liegt. Zn diesem Zwecke bezeichnen 
wir den -^AOB mit 2a, dann ist AB — 20A ■ sincc, und da 
^ JJ06' = 90"+ ti, so ergibt das Dreieck BCO: 

B<:'= 0^'+ ÖÜ'+ 2ÖB- ÖC ■ sin«, 

oder 

ßC' = Ö'a' + ab'' +20A-AB- sin a, 
oder wegen des obigen 

J7C'= 0A' + 2ÄB'= 'Ö'Ä'+2ÖG\ 
Nun ist aber 

BC' = Off = ÖC' + Öf\ 
daher 

Ö~a'+2ÖC'^ 0C'+0F\ 
folglich 

oÄ'+ oc' = öe'^cf'= öc'+öY. 

Daher ist 

OA = OF, q. e. d. 

5. Zu drei Strecken m, n, p die vierte Proportionale zu finden 
(Fig. 2). Um den beliebigen Punkt beschreiben wir mit w und n 
die beiden konzentrischen Kreise und tragen 
in dem größeren die Strecke p als Sehne ih 
ab, dann beschreiben wir mit beliebigen 
aber gleichen Radien um A und B Kreise 
die den kleineren der beiden Kreise in X \ 
bzw. T treffen, X Y ist die gesuchte Strecke 
Beweis: Zufolge der Konstruktion ist Dreieck 
OAX kongruent OBY, folglich -^ A<>\ 
= BOF, daher auch ^^Oi?=XOr. Da 
her sind die beiden gleiche chenkeli gen Drei ' '"„ 

ecke AOB und XOY ähnlich, also , p , 

OA: OX = AB : XY, ^g. s. 

oder 

in : n = p : XY, q. e. d 

Anmerkung: Damit die Konstruktion ausführbar sei, tom 
AB <20Ä oder ^ < 2m sein; die letzte Gleichung kann auch gi 
schrieben werden als 

ff»i : ijn=p : XY, 
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WO Q eine beliebige ganze Zahl ist, und man erkennt, daß p immer 
so gewählt werden kann, daß p < 2p»i, alsdann kann die obige Kon- 
Btruktion mit Qm, Qn (vgl. 2) und p ausgeführt werden. 

6. Den Mittelpunkt X einer Strecke AB zu finden. Man kon- 
struiere nach Aufgabe 2 die doppelt so große Strecke A C und nach 
5 die Strecke x, so daß AB : AC = x : AB; der um A mit x be- 
schriebene Kreis sehneidet AB in dem gesuchten Punkte. 

Jetzt haben wir das notwendige Material, um die beiden Grund- 
aufgaben zu lösen: 

I. Die Schnitte eines Kreises, dessen Badius r und dessen 
Zentrum ist, mit der Geraden AB zu finden. Wenn AB nicht 
durch geht, so suche man nach Voraufgabe 3 den zu symmetri- 
schen Punkt 0' in bezug aufjlB; der Kreis um 0' mit r beschrieben 
schneidet den gegebenen in den gesuchten Punkten X und Y. Liegen 
aber A, 0, B iu einer Geraden, so beschreibe man um A einen Kreis, 
der den gegebenen in C und I) schneidet; die Punkte X und Y sind 
dann die nach Voraufgabe 4 aufzusuchenden Mittelpunkte der beiden 
Bogen CB- 

II. Den Schnitt zweier Geraden AB und CIJ zu finden. Auf- 
lösung: Man bestimme die zu 6' und i> in bezug aui AB symmeia-i- 

schen Punkte C" und D' {Fig. 3) 

' nachVoraufgabe 3; der gesuchte 

Punkt X gehört dann auch der 

,^ — ,;^'. ^. Geraden CD' an. Wir ergänzen 

nun das Parallelogramm Z*Z)' CS 
(Äufg. 1) und betrachten die 
beiden ähnlichen Dreiecke CX(7 
und CBE; es ei^bt sich dann 

CE:CC'=ÜX:CD; 
also kann man CX nach Aufg. 5 

t: ^' konstruieren. Der mit CX um 

jg C beschriebene Kreis wird CT) 

Vig. 3. in dem gesuchten Punkte schnei- 

den. — Diese Konstruktion wird 
unbrauchbar, wenn AB und CD aufeinander senkrecht stehen. In 
diesem Falle suche man zunächst den zu C in bezug auf AB sym- 
metrischen Punkt C auf; dann wird der gesuchte Punkt der Mittel- 
punkt der Strecke C(T, den mau nach Äufg. 6 findeu kann. 

Indem man nun die oben dargelegten Konstruktionen in geeig- 
neter Weise kombiniert, gelangt man zur Lösung jeder beliebigen 
geometrischen Aufgabe mit alleiniger Benutzung des Zirkels. Dem 
Leser, der ausführlichere Auskünfte auf diesem Gebiete sucht, em- 
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pfehlen wir das Werk Mascherouis und die Äbliandlungeii seiner Nach- 
folger. 

Maßstab Tür die Einfachheit einer Konstruktion. 

Zur Ergänzung der Torhergeh enden Entwicklnugen sei bemerkt, 
daß J.Steiner (1796—1863) im Jahre 1833 die Bemerkung machte, 
„es sei notig, zu untereuohen, auf welche Weise jede geometrische 
Aufgabe am einfachsten, genauesten oder sichersten konstruiert werden 
könne"'), ohne jedoch anzugeben, auf welche Weise man die Einfach- 
heit oder fienauigkeit einer geometrischen Konstruktion abwägen 
könne. Ein praktisches System, um dies zu können, wurde zuerst 
Ton Chr. Wiener (1826 — 1896) in seinem vortreffhchen Lehrbuche 
der darstellenden Geometrie (Leipzig, Teubner 1884) angewendet. Die 
Frage wurde jedoch gründlieh erst 1888 TOn E. Lemoine untersucht, 
welcher dieser Kunst, die verschiedenen Lösnogen einer geometrischen 
Aufgabe mit Hilfe einer symbolischen Bezeichnung untereinander zu 
vergleichen und daraus die beste auszuwählen den Namen Geometro- 
graph e^) gab D e v Lem ne gegebene Losung 1er schönen 
von Steine gestellten A fga e so wertvoll se a eh se a ag, ist 
a igeuscl p nl b noch n cht vollkomn ei n lei Tat wurde ie von 
E Bernes <i(.,hon mod tiz ert und zwa n emer We se 1er Lemoine 
seil st se e Zuft n mung g^l ^ ud 1er ch w r h er len Vorzug 
geben wollen ^d,c Be nes könne deUjeiat nen d e der Zeichner 
prakt Bch ausz fuhren hat n lem e L neal md Z rkel gel raucht*), 
aif folgenle zui ckgef h t we den leren lede man lu ch e n Symbol 
z bezeichnen pflegt n ml h 



be eb ge 


erade zu eben Op. S 


e ade d 


dur b e neu P nk „eKt u e □ ^, S, 


Ue ade d 


iurcb zwe Punk e ^eh z z eb p. J, 


j bei eb ge 


K ? zu z eben -)p. y 


Kre 8 zu 


ze ebnen desaen Zentr m j,e e st ode ^ui 


er gegeben 


n L n e be" p. j., 


Kres z 


eb □ de du h nen P ntt ebt und le fln 


itrum gpgp 


en st le a f e e <rege enen Ge ader 1 egt Op. y. 


Kres zn 


e bnen iesBen M teliunU und Rah s be 



1) Gesammelte Wei-ke T, S. 610. 

3) Der Leser, der sieb in dieses Gebiet zu vertiefen wimacht, nehme das 
Werk Lemoines Giometrographie,ou l'Ärl des canstructions geoinetriques (Paris 1903). 
Man sehe auch J. Eoenscii, Planimetrisehe Konstruktionen in geometrographiseker 
Ausfuhrung (Leipzig, Teubner 1904). 

3) 0. a, Werk S. 18, 

i) Andere muß man betracbten, falls man nocb das Winkelsolieit und das 
Parallelenlineal anwendet. 
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Verlangt mm irgend eine Konstruktion l Operationen d, l^ Ope- 
rationen d\, . . ., m^ Operationen y^, so bezeichnet man dies durch das 
Symbol 

Op. (IS + \S^ + l^S^ + my + m^f^ + m^y^ + m^y^) 
wobei es gestattet ist, die Äusdnicte mit dem Koeffizienten zu 
unterdrücken. Die Größe 

; + Sil + 3ig + m + 2m, + Sm^ + Am^ 
nimmt man als Maß für die Einfachheit der Konstniktion, während 
die Zahl 

das Maß für ihre Gcenanigkeit abgibt Die Zahl der in der Kon- 
struktion auftretenden Geiaden wird dnrch 1 -\-J^-\-J^ die der auf- 
tretenden Kreise duith m -\- m^-\- m^-\- m^ angegeben Damit hat man 
ein Kriterium, die ver^ctiie denen Losungen einer und derselben Auf- 
gabe von mehreren (resichtspunkten aus zu veigleiLhen 

Um an einem Beispiele zu zeigen, wie «ich die Auffindung des 
Symboles einer geometrischen Konstruktion vollzieht, diene die ele- 
mentare Aufgabe: Den Mittelpunkt eines vollständig gezeich- 
zu finden. Wir beschreiben drei Kreise mit belie- 
gleichen Radien, deren Mittelpunkte auf der Kreislinie 
iies sind drei Operationen j'j — , dann ziehen wir zwei 
1 den je zwei Kreisen gemeinsamen Sehnen — dies sind zwei Ope- 
diese schneiden sieh in dem gesuchten Punkte 0. 
Das gewünschte Symbol ist daher 

Op,(2tf,+ 3^,); 
als Maß für die Einfachheit gilt die Zahl 3 ■2-^2-3 = 12, für die 
Genauigkeit 2-2-|-3-^7. 

Dem Leser, der sieh mit dieser Methode naher vertraut machen 
will, empfehlen wir, die analogen Symbole nicht nur fär die bekann- 
teren Konstruktions aufgaben der elementaren Geometrie aufzusuchen, 
Sündern auch für die der darstellenden Geometrie, wie sie im folgen- 
den zu finden sein werden. 



neten Krei 
bigen aber 
liegen — di 
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Erster Teil. 

Die Darstellungsmethoden. 



Die Methode der doppelten Orthogonalprojektion. 
(Mongesehe Methode.) 

Erstes Kapitel, 
Bemerkungen über die Orthogonalprojektionen. 

1. Wir nehinpn uns beliebig eine Ebene tt ala Projektionsebene; 
zu jedem Punkte F kann man dann seine Ortbogonalprojektion, oder 
das Lotbild, P" betrachten ^V Durchläuft P eine Gerade i/, so be- 
schreibt F' eine (gerade q wekhe d]e behnitümie von ir mit dei 
durch g zu ihr senkiechten Ebene ist /uemauder panllele und 
zu TT nicht reehtw nkhge) Oteialen piopaieien sich wieder m e nander 
parallele Geraden, h ]\ he sie proj ziei enden Ebenen parallel smd 
Ein unendlich ferner Punkt oder eine unendlich feine (jtrade haben 
auch ala Projekt jiien unendlich tcme Elemente eine Ausnahme 
machen die unendlith feinen Punkte dei zu it senki echten Geiiden 
sowie die unendlich feri en Geraden der zu tt senkrechten Ebenen 
Daher eut spricht einei geschlossenen Figur im alldem einen wieder 
eine geschlossene T gm und umgekehrt 

Übiingssatz: L p Lutlilder zweier konjugiertei Durehmesser eines kegel 
EclinitteB sind wied un z, ei knnji Rierte Di r hmesser der Protektion jenes 
wenn die Projektionsei ene immer d Pseli e ble Vt 

2. Zwischen f nei Strecke einem ^ mkel oder eine beliebigen 
ebenen Fläche und ihren Orthogonal Projektionen bestehen einfache 

1) um P' praktisch zu konstruieren nehmen w r in it 1 ebel ig die Punkte 
A, B und C an und lesclireiben im diese mit len R,iii n 4P BF CP bzw 
Kreise, die je zweien lon ihnen gememsaauen '^ekuen sotneiden 9ich. offenbar in 
P'. (De Tillj, Sui tme Jacune gut temble cais(« au dfbiit de l enietgtiement de 
la geometrte deseriptiie Mathesis B V 1S85 'Kupplern) 
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I. Buch. Ortiiogonalprojektion. 



Beziehungen, die wegej 
Wichtigkeit sind. 

I. Wir betrachten i 




ihrer häufigen Anwendungen von großer 



Strecke AB und ihre Orthogonal-Projek- 
tion Ä'^ auf TT (Figur 4). AB 
und Ä'B' schneiden sich in einem 
Punkte C und bilden einen (spitzen) 
Winkel q), nämlich den Neigungswinkel 
der Geraden g, der die Strecke AB 
angehört, mit tt. Ziehen wir durch 
A die Parallele AH zu A'B', so 
liefert uns das Dreieck ABH: 



AH = ABt 



sBAR. 



Da nun ÄH == A'JB' , •^BAH=ip, so kann man schreibe! 
A'B" = AB- cos 91. 
In Worten: Die Länge der Ortiiogonalprojektion einer Strecke ist 
gleich der Länge der ursprünglichen Strecke ninltipliziert mit dem 
Kosinus des Neigungswinkels der Geraden, auf welcher die Strecke 
liegt, gegen die Projektionsebene. Nur in dem FaUe, daß J,JJ parallel 
zu TT ist, also 9 = 0, ist AB = A'B, m allen anderen Fällen ist 

äWkab. 

II. Es sei ö eine beliebige Ebene im Räume und g eine beliebige 
Gerade in CT, g' sei deren Orthogonalpro- 
jektion auf TT, A' die eines beliebigen 
Punktes A von g. Ziehen wir nun (Fig, 5) 
Äff senkrecht zur Geraden Ott, so ist 
auch A'H senkrecht dazu, daher ist AHA' 
der Neigungswinkel b der beiden Ebenen. 
Ist nun T der Schnittpunkt der beiden 
Geraden g und /, so ist der Winkel 
TA'M= tp' die Projektion des Winkels 
TAH^tp. Da nun die beiden Dreiecke 
A Tff und AT ff beide rechtwinklig bei 
ff sind, so ist 



folglieh 



Ferner ergibt sieh aus dem rechtwinkligen Dreiecke AA'ff: 
'Ä'ff=Äff-cos£; 




TH _ 
AR 


= ^%'P> 


YH_ 
AK 


tg 




ÄH 


tgqs 






AH 


tgq,' 
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1, Kap, Bemerkungen übei die Orthogonalprojektiotten. H 

folglich 

tg 95' = tg 93 ■ sec s. 

Da nun diese Beziehung zwischen einem Winkel, dessen einer Schenkel 
senkrecht zur Schnittlinie seiner Ebene mit der Projektionsebene ist, 
und seiner Projektion besteht, so könnte man daraus eine analoge 
Beziehung für eineJi beliebigen Winkel ableiten; jedoch ist das ent- 
stehende Resultat nicht einfach genug, um besonderen Nutzen zu 
bringen. W^ir beschränken uns daher auf die Bemerkung, daß aus 
der obigen Beziehung folgt, daß, da Bec£>-1 im allgemeinen 91' > 9), 
mit anderen Worten: Die Orthogoiiälprojektion eines spitzen Winkels 
ist größer als der Winkel selbst. Eine Ausnahme machen nur die 
Fälle qo = und ip — -^, wo ip' — g). Sehen wir von dem ersteren 
Falle ab, der ohne Interesse ist, und beschränken uns auf den zweiten 
Fall; dann ist g parallel zu an und wir erhalten den Satz: Die not- 
wendige nnd lunreicliende Bedingnng dafür, daß die Projektion eines 
rechten Winkels wiedernm ein 
Rechter sei, ist die, daß ein 
Schenkel desselben der Projek- 
tionsebene parallel ist.^) 

ni. Es sei ABC (Fig. 6) 
ein beliebiges in einer Ebene e 
gelegenes Dreieck. A'Ifd sei 
seine Projektion auf die Ebene tt. 
Die dnrch ^ zu tt parallel gelegte 
Ebene tt' schneide BCia D, dann 
ist AB die Sclmittlinie ett'. Auf 
diese fäUen wir yon B und C dJe 
Lote BE und CF und zeichnen auch deren Projektionen B'E'F'. 
Nach dem vorigen Satze sind die Winkel AFB und CF'B' rechte, 
und vorausgesetzt, daß der Punkt i) zwischen B und fällt, so ist 

AABÜ ^\ÄI>{BE-\-GF) 

AA'B-C = I A'B' (B'E + ÜF'\ 
Nun ist 

AD' = ÄB\ 




oder 
Ebenso 



BF' = BE cos {BE, BF"), 

BE =^BE cos (€Tl). 

(TF'^CF cos (tTi), 



1) Für den Leser ist es eine nützlirfie Cliung, diesen Satz auch durcli 
bloße Betrachtungen aua der elementaren Geometrie au beweisen. 
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i^A'SC -&ABC- 



s(£h). 



Es ist leicht einzusehen, daß diese Beziehung auch besteht, wenn 
D außerhalb Bü fällt. Da man nun jedes iDeliebige Vieleck in 
Dreiecke zerlegen kann, ro kann der Satz zunächst aut jede gerad- 
linig begrenzte Fläche ausgedelmfc werden, desgleichen gilt ei für 
jede beliebige ebene Figui, insofern man sie ja als Grenzfall emea 
Vielecks ansehen kann. Wir haben somit den Satz- Die Orthogonal- 
projektioii einer jeden ebenen Däcie ist an Inhalt gleich der uf- 
sprüngliehen Fläche multipliziert mit dem Kosinns des Winkels, den 
die Ebene dieser Fläche mit der Projektionsebene bildet. 

tJbungsBatz: Dio Ellipse mit den Halbachsen a und b hat den Inhalt nab. 
Bemerkung. Anstatt senkrecht anf die Ebene n zu projizieren, 
kann man einen Punkt des Raumes auch in einer ie~ 
Uehigen festen liichtung r schief projizieren. Auch dann 
besteht zwischen einer beliebigen Strecke AB und ihrer 
Projektion AS eine ziemlich einfache Beziehnug, die 
sich auf folgende Weise ergibt: Zieht man (Fig. 7) 
AM parallel zu A'B, so hat man 




Ä'H _ 
AB 



inABH 
laAHB 



Nun ist AH^A'S' und der spitze Winkel ÄBH 
der von der Geraden AB = g mit der Richtung r 
bildete, und schließlich ist AHB der Nebenwinkel i 
von BH mit seiner eigenen schrägen Projektion 
bildeten Winkels, d. i. der Winkel zwischen r und 
daraus folgt 

A'B = AB-~-V'\- 

am lif r) 

Dies ist die gesuchte Beziehung, die eine Verallgemeinerung der 
die Orthogonalprojektion aufgestellten ist; sie fallt mit dieser ■ 
sammen, wenn 



Zweites Kapite 
Allgemeines über die Mongesche Methode. 



Darstellung des Punktes. 



3. Bei der Orthogonalprojektion entspricht jedem Punkte P des 
Raumes ein bestimmter Punkt B' der festen Ebene n; umgekehrt 
jedoch entsprechen jedem Punkte P' von tt alle die unzählig vielen 
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üb. d. Mongescte Methode. Darstellung d. Punktes. 13 




2. Kap. Allg» 

Punkte der in P' zu tt erachteten seakrechten Geraden. Demnach 
würde, gemäß den Bemerkungen in der Einleitung (S. 2), die Ortho- 
gonalprojektion nicht eine Methode sein, die für die Zwecke der dar- 
stellenden Geometrie angewendet werden könnte. Dennocli bildet sie 
die Grundlage einer solchen Methode. 

Wir betrachten nämlich zwei zueinander senkrechte Ebenen, tt^ 
und TTj, und wollen alle Punkte des Kaumes auf diese beiden Ebenen 
projizieren. Wir nennen diese Ebenen bzw. die erste und die zweite 
Projektionsebene,oder auch TT^ die Grund- 
riß-, TTg die Aufrißebene. Indem man 
nun den Ebenen im Räume eine solche 
Lage gibt, wie sie bei den Anwendungen 
in der Architektur üblich ist, kann man 
auch die erstere die Horizontal-, und 
die zweite die Vertikaiebene nennen / 
(Fig. 8). Ihre Schnittlinie a,^ = ö^i heißt 
die Projektionsachse oder einfach die 
Achse, zuweilen auch Grundlinie; sie t^Ts. 

teilt jede der beiden Ebenen in ein 

„positives" und „negatives" Gebiet, und wir woEen diese Halb- 
ebenen bzw. mit TT^"'", TTi~, TTj+j TTg" bezeichnen. Durch die beiden 
Ebenen wird der ganze Raum in vier Teile geteilt, die wir mit den 
Ziffern I, II, HI, IV bezeichnen, derart, daß I zwischen tTj+ und ttj''" 
liegt, II zwischen tTj"'" und ttj~, usw.*) 

4:. Es sei P ein beliebiger Punkt des Raumes, P' und "P seine 
Orthogonalprojektionen auf tt^ und tTj, die wir auch als erste und 
zweite Projektion, bzw. Grundriß und Aufriß bezeichnen wollen. 
Durch die beiden Geraden PP' und P"P wird eine Ebene bestimmt, 
die senkreclit zur Achse steht; die Eigur PP'P,^"P ist offenbar ein 
Rechteck und die beiden Geraden P^^P' und Pj/P stehen beide 
senkrecht (im selben Punkte P^g) auf der Grundlinie. Nehmen 
wir umgekehrt auf n^ und ir^ zwei Punkte P' und "P, derart, daß 
die von ihnen auf die Achse gefällten Lote sich in einem Punkte Pjj 
treffen, so kann man P'P^^ als die Ecken eines Rechtecks auffassen, 
dessen vierte Ecke der Punkt P ist, und dann sind offenbar P' und 
"P die Orthogonalprojektiouen von P auf tt^ und itg. Folglich gibt 
es eine eiudeutige Beziehung zwischen den Pnnkten des Raames und 
denjenigen Punktepaaren der beiden zueinander senkpechtenBildeSeuen, 
bei denen die von ihnen auf die Achse gefällten Lote sich in einem 
Punkte treffen. Damit ist also ein gesetzmäßiges Verfahren gefunden, 
dreidimensionale Figuren durch ebene Figuren darzustellen; wir 



1) Vgl, diese BencDnung mit der 
der vier Quadranten. 



1 der Trigonometrie üliliohen Bezeich.- 
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14 !■ Buch. Orthogonalprojektion, 

nennen es die Methode der doppelten Orfhogonalprojektion oder kürzer 
die Mongesche Meßwde zum Andenken an den großen Mathematiker, 
der sie in die reine Wisaenseliaft eingeführt hat. Sie hat noch einen 
Ubelstaiid, nämlich, daß sie zwei verschiedene Bild- bzw. Zeichen- 
ebenen verlangt. Um diesen zu beseitigen, denken wir uns die eine 
der beiden Ebenen um die Achse um 90" gedreht, so daß das positive 
Gebiet der einen über das negative der anderen fällt^); läßt man z.B. 
IIa sich drehen^), so beschreibt "P (Fig. 8) einen Viertelkreis und 
kommt dann auf einen Punkt P" der Geraden P'Pig zu liegen, so 
daß PjjP"»- Pia"P wird. Bei dieser Anordnung entsprechen jedem 
Punkte P des Ranines zwei anf einer Senkrechten znr Grundlinie 
gelegene Funkte P' und F" der Zeichenebene. Umgekehrt entspricht 
offenbar zwei solchen Punkten P' und P" ein einziger Punkt P 
des Raumes. 

Durch die Sehreibweise F = {P, F") soll ausgedrückt werden, 
daß P der durch P' und P" dargestellte (abgebildete) Punkt sei, 
wobei immer vorausgesetzt wird, daß diese beiden Punkte auf der- 
selben „Ordinate" liegen, womit wir kurz eine Senkrechte zur Achse 
bezeichnen wollen'). Allgemein soll durch JF^ (3^', 3^") ausgedrückt 
werden, daß die aus mehreren Punkten gebildete Figur 5^ die ent- 
sprechenden Figuren 3^' und W zu Orthogonalprojektionen bat. 

5. Die Zeichenebene wird durch die Achse in zwei Gebiete ge- 
teilt; in das eine fallen die Punkte von tTi''" und tt^", in das andere 
die von tt^" und 713+ Um heide Gebiete auseinander zu halten, 
wollen wir uns die Grundlime m einem bestimmten Sinne durchlaufen 
denken (den wir durch einen Pfeil andeuten) und übereinkommen, 
daß ein Beobachter, dti sich längs derselben ausgestreckt hat, so daß 
_* die Richtung Füße-Kopf mit der Pfeilrich- 

^v. . ' . tung zusammenfällt, das erste dieser Ge- 

jT"* jr liifte zur Linken, das andere zur Rechten 

j,. hat (Fig 9j In Fällen, wo dies keine Zwei- 

deutigkeit heivorruft, werden wir jedoch 
einfach davon absehen, deu positiven Sinn der Grundlinie besonders 
zu bezeichnen, 

1 Diese üpprat on at 1 tweftiig im auf einem, eii? gen Blatte zeichnen 
zu können will man Bn,h aber gcna le Rechenichatt über die ausgeführten Koe- 
str iktionen geben so liat man sich immer wieder die Ebenei t und t in ihrer 
urapr nglichen Lage zu denkei 

2 Die Drehung der vertikil zu denkenden Ebene it, ist notwendig, wenn 
es sich um einen gpw 'ilinlichen Zeichner handelt wenn ahci der untern htende 
Lehrer sich einer senkrecht hängenden "Wandtafel belient ac muß man sieh 
die hör zontal ?u denkende Ebei <■ ii um die (jinindli e gedreht lenken 

3 \lle Ordimten gehen durch ein und denselben imendl ch fernen Punkt, 
dpn man das Zenith der drundlinie nennt 
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2. Kap, AUgemeinee üb. d. Mongesche Methode. Darstellung d. Punktes. 15 

Eine einfache Betrachtung der Fig. 8 und 9 zeigt uns nun fol- 
gendes: 

EinPunktdesRaunigebietesIhatdieersteProjektioninrti*,diezweiteinn3% 
,< » >, „ II » ,; ,> „ ..",-,„ „ „V, 

.. >, .. >, ni „ „ „ „ „TTj-, „ „ „nr, 
,» „ .. „ IV „ „ „ „ «^i^„ „ ,,TTr- 

Werden nun die beiden Ebenen tt, und ttj aufeinander gelegt, so er- 
gibt sich; 

Gehört ein Punltt P dem 
Raumgebietelan, so fällt P' in das l**,P"indaa2'*GebietderZeichenebeno 
II „ „ fallen P' und P" in das S*" „ „ 
III f lltP'inda's2* P"indasl'^ „ „ „ 

J\ iallen P und P ui das 1'^ „ „ „ 

Da diese Sitze i ffenbai inigekehrt werden können, so ermöglichen 
sie m je lern einzelnen Fxlle die B(,stimmuug, in welchem Gebiete dea 
Raumes sich em Punkt der duich seine beiden Projektionen gegeben 
ist befindet 

Liegt em Pmkt P auf tt^ (odei tt^), so fäUt die eine Projektion 
P" (oder P ) mit ihm zusammen wählend die andere P' (oder P") 
auf die Aubse tallt em Punkt 1er Achse selbst fällt mit seinen 
beiden Pr jektionen zusammen 

Zur Lltnng DfD S hwerpunkt Piner Strecke, eines Dreiecks oder eines 
Tetraddeis üu hnden, das durcli die Projektionen seiner Ecken gegeben ist. 

6. Wir nehmen eine beliebige Maßeinheit und nennen die darin 
gemessenen Abstände des Punktes P von den beiden Projektions- 
ebenen die erste und zweite, oder auch Horizontal- und Verti- 
kal-Kote des Punktes; wir geben dieser ein Vorzeichen, und zwar 
wollen wir festlegen, daß ein Punkt des I Raumgebietes beide Koten 
positiv haben soll, des 11 die Horizontalkote positiv, die andere negativ, 
des III beide negativ, und des IV die Horizontalkote negativ, die an- 
dere positiv. Dann sieht man (vgl. Fig. 8), daß die absoluten Werte 
der Horizontal- bzw. Vertikal -Koten eines Punktes nichts anderes 
sind, als die Maßzahlen der Abstände der Grundlinie von der verti- 
kalen bzw. horizontalen Projektion. Die Voi-zeichen ergeben sich dann 
leicht, weil, wenn man die Projektionen eines Punktes kennt (vgl. oben), 
man auch weiß, in welchem Raumgebiete sich der Punkt befindet. 
Die Punkte der horizontalen (bzw. vertikalen) Ebene, und nur diese, 
haben die Horizontal- (bzw. Vertikal-) Eote Null, die der Grundlinie 
(und nur diese) haben beide Koten gleich Null. 

Die beiden Projektionsebenen n^ und tt^ bestimmen vier recht- 
winklige Zweiflache; je zwei daron sind Scheitelflaebe und haben die 
Halbierungsebene gemeinsam. Erste Halbierungsebene wollen wir 
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die nennen, welche durch die Gebiete I uüd III geht, zweite Hal- 
bier ungsebene, die durch II und IV geht. Gehört ein Punkt P der 
ersten an, (vgl. Fig. 8) so haben P und "P gleichen Abstand Yon 
Pi2 und es fallt der eine in Trj+ der andere in tTj+j oder der eine in 
TTj~, der andere in ttj" und umgekehrt. Gehört dagegen P der zweiten 
Halbjerungsebene an, bo haben P' und "P ebenfalls gleichen Abstand 
yon P^ä, aber der eine liegt in tt^~, der andere in tTj"*", oder der eine 
in Tri+ und der andere in tt^". Wird nun die eine Bildebene auf die 
andere geklappt, so liegen im ersten Falle P' und F" symmetrisch 
zu %3, während im zweiten Falle P" mit P' zusammenfällt. Hieraus 
ergibt sich: Jeder Pnakt der ersten flalbierungsebene hat zu Projek- 
tionen zwei zur Achse symmetrische Punkte; jeder der zweiten zwei 
zusammenfallende Punkte, und umgekelirt. 



Drittes Kapitel. 
Darstellung der Geraden. Spurpunkte 

7. Durchläuft ein Punkt P eine Gerade g, so durchlaufen seine 
Projektionen P' und "P zwei Gerade g' und "g, welche die Pro- 
jektionen von g sind. "Wird nun die Ebene tt^ in die ttj nieder- 
geklappt, so nimmt die letztere Projektion ihre neue Lage g" an. 
Einer beliebigen Geraden des Baumes entsprechen so zwei bestimmte 
Gerade g' und g" der Zeiehenebene. Hieraus ergibt sich nun so- 
gleich folgendes: 

1. Trifft g die Achse, so schneiden sich auch g' und g" auf 
ihr in demselben Punkte; insbesondere wenn g parallel zur 
Grundlinie ist, so sind es auch (/'und g". 

2. Ist g parallel zu tTj, bzw. n^, so ist g", bzw. g' parallel zur 
Grundlinie. 

3. Ist g senkrecht zu tt^ bzw. ttj, so steht g", bzw. g' senkrecht 
zur Grundlinie, während g' bzw. p" sich als Punkt darstellen. 

4 Liegt q m n^ bzw. iTg, so fällt g' bzw. g" mit g zusammen, 
wihrend q bzw g' auf die Achse fällt. 

Nehmen wir umgekehrt in der Zeichenebene zwei beliebige Ge- 
ranien q und q an Bringen wir nun die iTg wieder in ihre alte 
Lage, so nimmt q eme andere Lage "g an, und errichten wir nun 
die durch q und g gehenden zu tt^ und tt^ senkrechten Ebenen, so 
schneiden sich diese im allgemeinen in einer eindeutig bestimmten 
Geraden q die den beiden Geraden g' und ^' (in dem früher bezeich- 
neten &inue) entsprit,ht Es besteht also eine, im allgemeinen ein- 
deutige Beziehung zwischen den Geraden g des Raumes und den 
Geradenpadi en </, g' der Bildebene. Wir wollen dies durch die 
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Schreibweise g^^ig, ü") ausdrücken. Jede Ordinate schneidet g' und /' 
in den Projektionen P', P" eines Punktes P von g. 

Zur Ülinng: Jede in der 1. Halbierungsebene gelegene Gerade hat z« 
Projektionen zwei zur Grundlinie symmetrische, jede in der 2. gelegene zwei zu- 
Hammen fallende Geraden (vgl. Nr, 5). 

8. Bemerkenswert sind einige Fälle, in denen jene Beziehmig 
besondere Eigentümliehkeiten darbietet: 

Nehmen wir zuerst an, daß g senkrecht zur Grundlinie ist, 
während g" sie schneidet (Fig. 10). Greifen wir auf / einen beliebigen, 
im Endlichen gelegenen Punkt P' heraus, 
so ist die zugehörige Ordinate^' selber; P" 
ist daher nichts anderes als der Schnitt- 
punkt g'g". Ist dagegen P' der unend- 
lich ferne Punkt von g', so ist seine 
Ordinate eine beliebige zur Grundlinie senk- 
rechte Gerade, also P" ein beliebiger 
Punkt von g". Demnach entspricht allen ^-^^ j^, 

im Endliclen gelegenen Punkten von ^ 

der Pnnkt _P"=3'^', dem niieigentlichen Punkte von g' aber alle 
Punkte von g"^)- Da man es in der Praxis nur mit endlichen Punkten 
zu tun hat, so pflegt man P" als vollständige Projektion der be- 
trachteten Geraden anzusehen, die also senkrecht zu TTg steht. Ana- 
loges ist zu sagen über den Fall, daß g" senkrecht zur Achse ist, 
und g' sie sehneidet (vgl. Nr. 7, 3,). 

Stehen femer g' und g" senkrecht zur Grundlinie aber in ver- 
schiedenen Punkten, so werden die durch g' und "g gelegten zu 
n, und TTa senkrechten Ebenen parallel und (/ liegt im Unendlichen. 

Wenn schließlich beide Geraden g' und g" senkrecht zur Grund- 
linie in demselben Punkte stehen, so fallen die beiden Ebenen zu- 
sammen, und g ist unbestimmt. Die übliche Darstellungsmethode 
versagt also und muß durch eine andere ersetzt werden. Um in 
diesem Falle die Gerade zu individualisieren, nehmen wir auf ihr 
zwei Punkte Ä und S an, die wir durch ihre Projektionen Ä', Ä" 
und B", Ji" bestimmen, die alsdann je auf derselben Ordinate liegen 
müssen. Dadurch ist die Gerade eindeutig bestimmt, da zwei ihrer 
Punkte es sind; sie liegt in einer zur Grundlinie senkrechten Ebene, 
und ist also auch senkrecht zu dieser. 

9. Indem die zur Grundlinie senkrechten Geraden einer von der 
der übrigen Geraden des Raumes verschiedenen Darstellung bedürfen, 
erfordern sie im allgemeinen auch besondere Lösungen der Probleme, 
in denen sie auftreten, wie dies folgendes Beispiel zeigen möge: 

1) Diese sin^läve (ausgeartete) Perapektivität zwisclieii zwei Ponktreihen 
findet immer statt, wemi der Träger der einen durcii das Projektionszentrum geht 
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Eine Gerade g ee AIS sei senkrecht zur Grundlinie und gegeben 
durch die Projektionen A!, A" und S', B" zweier ihrer Punkte^ wie 
kann man weitere Punktepaare P', P" konstruieren, die Punkte P 
der Geraden g darstellen?^) 

Zur Beantwortung dieser Frage beachten wir folgendes: Isig^AB 
eine beliebige Gerade des Raumes, und durchläuft P diese Gerade, 
so beschreiben P' und P" auf g' und g" zwei Punktreihen, die per- 
spektiv zu der auf dem Träger g sind und also zueinander projektiv; 
da femer der unendlich ferne Punkt von g' dem unendhch fernen von 
g und damit auch dem von g" entspricht, so sind diese beiden Punkt- 
reihen auch ähnlich. Die zwischen ihnen bestehende Korrespondenz 
ist durch die beiden Punktepaare A', A" und B', B" bestimmt; 
irgend ein anderes Punktepaar P', P" von dieser Korrespondenz wird 
dfum einen Punkt von g darstellen^). 

Um nun für den vor- 
liegenden Fall ein solches 
Punktepaar zu konstruie- 
ren, nehmen wir ganz be- 
liebig zwei Punkte 0' und 
0", die auf derselben Or- 
dinate liegen (Fig. 11) und 
projizieren von ihnen aus 
die beiden Punkti'eihen auf 
g und g". Wir erhalten 
HO zwei projektive Strah- 
lenhtischel, die, da sie den Strahl O'O" entsprechend gemein haben, 
perspektiv sind; die Perspektivitatsachse u ist bestimmt dui'ch die 
Punkte 

A^ = ijyA:, o"A'"), B^ = {o'B\ o"jri 

Nehmen wir nun auf u einen beliebigen Punkt P,,, so sehneiden die 
Strahlen O'i'^ und O'P^ die g' und g" in P' und P", die Projektionen 




1) Vgl. den ÄufaatK dea Verf. Osservastom sopra «» problewa di geometria 
deseriUiva im. Peiiodico di matem. per Tinsegn. eecoudaiio, 3, Boibe. I. Bd. 190S 
bis 04, S. 143. 

2) Sind fp, nnd f^ die von g mit iTj und iTj geljildeten Winkel, 80 ist 
(vgl. Nr. 2) 

Ä'B'= A H ■ COB <p, , A" B" = Ä1} cos rp^ , 
daher ist , -, 

AB _ cos lf!^ 

Ä^B" ~ CO« g'a 

das ÄLnlieLkeitB Verhältnis der beiden Puiiktreihen ; in obigem Spezialfälle ist 



und das Verhältnis demnach ; 



q'i + Ti ■= 2 , 
Leich tg qjj oder cot cjj, , 
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eines und desselben Punktes vou g sind; lassen wir T^ die Gerade M 
durchlaufen, so erhajten wir die Projektionen aller Punkte der gege- 
benen Geraden. 

10. Aus dem, was über die Darstellung von Punkten und Ge- 
raden gesagt ist, geht hervor: Damit ein Punkt P = (P', P") einer 
Geraden g = (g', g") angehöre, ist notwendig nnd hinreicliend, daß 
P' auf ^, P" auf (/" liege. Ist aber g = AB zur Achse senkrecht, 
so müssen außerdem P' und F" sich in der durch die Paare A.'A", B'JB" 

bestimmten Ahnhchkeit entsprechen, es muß also . .. = -r^r^ — sein. 

B'P- B"P" 

Zur tlbung! I. Wann trifft eine zur Achse senkrechte Gerade g^AB 
die Acliae selbst? II. Die Bedingung anzugeben dafür, daß ein Punkt J'^(i'', P") 
auf einer Senkrechten zu einer der Projektioneebenen liegt. 

Wir betrachten jetzt zwei Geraden {j = {ß',g") und hs(h',h") 
die nicht senkrecht zur Achse laufen. Wenn diese sich schneiden, 
so müssen »ffenhar die Pnnkte (/' h' nnd g" h" anf derselben Or- 
dinate liegen; wenn sie parallel sind, so müssen auch gr' und h', 
sowie £f" und h" einander parallel lanfen. Haben zwei Geraden 
*/, h eine Projektion gemeinsam, so schneiden sie sich, weil sie dann 
ja in derselben projizierenden Ebene liegen; ist z. B. g' = h', so hat 
der Schnittpunkt 1'" ^ </"h" als zweite Projektion und als erste den 
Schnitt von g' mit der Ordinate von P'. 

Das erstere dieser Kennzeichen ist augenscheinlich nicht an- 
wendbar, wenn die Punkte {g'h') und (g"h") außerhalb des Zeichen- 
blattes fallen. Um in diesem Falle zu erkennen, ob g und h sich 
schneiden, nehmen wir auf g beliebig zwei Punkte an, Ä und B, 
ebenso auf h und D; je nachdem nun sich die Geraden AC und SD 
(oder AD und B(J) schneiden oder nicht, tun es auch g und h. 
A, B, G, T) kann man nun offenbar immer so wählen, daß obiges 
Kennzeichen anwendbar ist. Den genannten Kunstgriff kann man 
auch benutzen, um zu entscheiden, ob eine zur Achse senkrechte 
Gerade g = AB und eine andere A, die nicht eine solche Lage hat, 
sich achneiden. Man nehme auf h zwei Punkte C und I) und prüfe 
die gegenseitige Lage der beiden Geraden AC und BD (oder AD 
und BG). Ähnlich kann man verfahren, wenn es sich um zwei zur 
Achse senkrechte Geraden g^AB und h-=GD handelt; ob sie sieb 
schneiden, hängt davon ab, ob die beiden Geraden J.C und BD (oder 
AD und BG) sich schneiden; man sieht leicht ein (s. S. 18, Note 2), 
daß in diesem Falle die beiden Geraden zueinander parallel sind, 
wenn die Beziehung besteht: 

A"B" "" C"I)" 
i Bedingung dafür anangebea, daß zwei Gerade 'sich 
ine senkrecht zu einer der Projektionsebenen steht. 
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11. Von allen Pankten einer Geraden g sind vom Standpunkte 
der darstellenden Geometrie aus die wichtigsten ihre Schnitte mit 
der Projektionsebene; man nennt sie die Spurpunkte, und unter- 
scheidet sie als Horizontal- und Vertikal-, oder ersten und zweiten 
Spurpunkt; wir wollen sie gewöhnlieh mit Sj und S^ bezeichnen. 
Der erste Spiirpnnkt ist der einzige Pankt der Geraden, der mit 
seiner Horizontalprojektion zusammenfällt, daher hegt seine Vei-- 
tikalprojektion auf der Achse. Analoges gilt vom zweiten Spurpunkte. 
Zuweilen betrachtet man auch die Schnitte der Geraden d mit den 
beiden Halb iemngs ebenen, die wir mit T und U bezeichnen wollen. 
Aus den Darlegungen in Nr. 6 ergibt sich, daß T dadurch charakte- 
risiert ist, daß T' und T" symmetrisch zvx Achse liegen, während 
für U die Punkte U' und U" zusammenfallen. 

Aufgabe I. Die Spurpunkte einer Anrcli iliiv Projektionen jr' 
und (/" gegebenen Geraden zn finden. 

I.Fall: Die Gerade sei nicht senkrecht zur Achse. Auflösung. 
Der erste Spurpunkt Sj ist der einzige Punkt von g, dessen Vertikal- 
projektion Sj^' auf der Achse liegt; der Punkt S-," liegt aber auch auf 
g", er ist also der Schnittpunkt ^"ß^ä; die in ihm errichtete Ordinate 
schneidet also g' in dem gesuchten Punkte S^. Ebenso ergibt sich 
jSj als Schnitt der im Punkte g'a^^ errichteten Ordinate mit der ff". 
2. Fall: Die Gerade sei senkrecht zur 
Achse und bestimmt durch die Projektionen 
J!, Ä" und B', S" zweier ihrer Punkte. 
Auflösung: Wir nehmen (vgl. Nr. 9) zwei 
behebige, auf derselben Ordinate gelegene 
Punkte 0' und 0" (Fig. 12) und bestimmen 
die Perspektivitätsachse m der beiden Büschel 
Ö{A', B\ . .) und 0"{A', B". . .). Jetzt 
projizieren wir den Schnittpunkt ^"a,ä — '^i" 
von 0" auf u als ySj''**, und diesen von 0' 
auf g' als S^' ^ S^; dieses ist die erste ge- 
)i-^o suchte Spur. Ähnlich konstruiert man S^. 
Aufgabe II. (Umkehrnng). Gegeben die 
beiden Spui^iHnkte Si nuA Sa einer Geraden, 
ihre Projektionen zu zeiehnen. Auflösung: 
Wir fällen von S^ ^ S/ und S^ = S^' die 
Lote auf die Achse; es seien S^" und S^' 
die betreffenden Fußpunkte. Die Verbin- 
dungslinie Ä|'&V hefert uns die erste Pro- 
jektion g, die Linie Ss"S^" die Projektion ff". In dem Falle, daß S, 
und Sg auf derselben Ordinate liegen, fallen auch g' und g" mit dieser 
Jedenfalls ist aber eine Geranie durch ihre beiden Spur- 
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pniikte piudeutij; hfstiramt Die einzige Ausnahme bildet der Fall, 
daß die beiden Spurpunkte auf der Achse in einen Funkt zu- 
sammenfallen; die fragliche Gerade kann dann jede durch diesen 
Punkt laufende sein, und um sie zu bestimmen, müßte noch ein 
anderer ihrer Punkte gegeben sein. 

Zur Übung: I. Wo liegen die Spurpunkt« einer zn einer Projektionsebene 
paiallelon oder Benkreohten Geraden? II. Können S^ oderS, unbestimmt werden? 
Und wenn, in welchem Falle? 

12. Aufgabe: Die Sclinitte einer Geraden mit den beideu Hal- 
biernngsebeiien zn bestimmen. 

I. Fall. Die Gerade sei nicht senkrecht zur Achse und f 
durch ihre beiden Projektionen / und 
g". Auflösung: Was den Schnittpunkt 
T mit der ersten Halbierungsebene an- 
geht, so müseeE ja T' und T" symme- 
trisch zur Achse liegen. Wir bestim- 
men also die Spurpunkte yS^ und S^, 
halbieren S,Sj3 in M^ und S^S^^ inM^. 
Die Verbindungslinie M^M^ schneidet ^ 
üj^ in i'ig; die in T^ zu «jj errichtete 
Senkrechte trifft // in 2", g" in T" pig. ^^ 

(Fig. 13). Es ist leicht ku sehen, daß 

jS;, Sg, Tj2 in eine Gerade fallen, eine Bemerkung, die die Bestim- 
mung von T erleichtert. Oder einfacher: Man ziehe (durch S^") die 
zu ff" in bezug auf %g symmetrische Gerade g"-, diese schneidet g' 
in 2", und die zugehörige Ordinate schneidet g" in T". 

Was dtn Schnittpunkt U mit der zweiten Halbierungsebene an- 
geht, so müssen hier V und ü" zusammenfallen; ü' muß aber auf 
g', U auf 1/ liegen, also ist fT—U" der Schnittpunkt g'ff", io 
welchen die beiden Punkte U', U" zusammenfallen. 

II Fall Die Gerade sei senkrecht zur Achse und gegeben 
durch zwei ihrer Punkte Ä = (Ä', A"), B ^ {B', B"). Auflösung: 
Man nehme (vgl. Nr. d) beliebig zwei auf derselben Ordinate gelegene 
Punkte (/ und 0" und bestimme die Perspektivitätsachse M der beiden 
Büschel 0'(Ä, li'. . .), 0"(J.", B". . .), welche die Gerade g'^ff" in einem 
Punkte trifft, welcher der einzige endliche Doppelpunkt der beiden 
ähnlichen Punktreihen Ä', B' . . . und A", B". . . ist; in diesen fallen 
also die beiden Projektionen ü" und U" des gesuchten Punktes U zu- 
sammen. — Um 2' zu finden, beachten wir, daß das T' und T" ent- 
sprechende Punkte in den durch A', B' und Ä', B" bestimmten 
ähnlichen Punktreihen sind, und außerdem symmetrisch zur Achse 
sowohl, als auch zu dem Schnittpunkte G^g'a-^^ liegen müssen. 
Konstruieren wir nun die zu Ä' und I^' symmetrischen Punkte 
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A^ und B^ in bezug auf I), so erhalten wir eine andere Ähnlichkeit, 
die durch die Pimktepaare j4i, ^4' uiidi{j,J5' bestimmt ist, in welcher 
2" der einzige endhche Doppelpunkt ist. Um ihn zu finden, nehmen 
wir zwei beliebige auf derselben Ordinate gelegene Punkte C und C^ 
und suchen die Perspektivitätaachse v der beiden Büschel C'(A', B'. . .) 
und t\{A^, i?/. . .), dann ist T = vg', und T" ist dei- zu 7" in bezog 
auf G symmetrische Punkt. 

Zur Übim^: I. Die Punkte T und U für eine iu einer i'rojektionsebene 
Benkrechte Gerade zu bestimmen, — II. Können T oder U unbesümrat werden? 
(Vgl Autg n Nr 7 — III r e Punkte S S TU b Iden eme harmoniache 
Gruppe desgle lenS'i T I nlS ST U darans kOnnen Bestätigungen 
für die ob ge Konstrukt on aligele tet werden w e uch neue Konstruktionen 
e ne d eser Pu kt m ean l u dre an I ren geg ben sind — H , Zu beweisen, 
daß es ^K. C a len gil t de na b lern ir n d e n n edei^eklappt ist, die Eigcn- 
B baft hal en laß kre I e den '^pn pui kte znaammenfallen — V Wodurch sind 
d e zur I Halb erunc^ebene s nk e bten C e aden ha akt et? — Tl. Den 
hn ttj nl t zwe e n 1 li A } e s k e 1 1 El en gelegenen C.b- 



Viertes Kapitel. 
Darstellung der Ebene. 
13. Die angegebene Methode der Darstellung der Geraden des 
Raumes, die darin besteht, daß wir ihre Ortbogoiialprojekt Ionen auf 
zwei Ebenen betrachten, läßt sich nicht auf Ebenen erweitem, da ja 
die Projektionen aller Punkte einer Ebene die ganze Projektionsebene 
bedecken. Wir haben aber gesehen, daß wir eine Gerade auch durch 
ihre Schnittpunkte mit den Projektionsebenen charakterisieren können, 
und dieses Verfahren ist einer Erweiterung fähig. Nämlich, jede 
Ebene e des Raumes schneidet die Ebenen n, und Hj in zwei be- 
stimmten Geraden s^ und s^, die sich in einem Punkte £^3 der Achse 
treffen, in welchem auch e diese schneidet; wir wollen diese Geraden 
die horizontale und vertikale Spurlinie oder Spuren nennen. 
Umgekehrt bestimmen zwei beliebige, durch denselben Punkt E-^^ der 
Achse gezogene Geraden, von denen die eine s^ in nj, die andere s^ 
in Hj liegt, eine Ebene e, deren Spurlinien sie sind. Es besteht da- 
her eine eindeutige Beziehung zwischen den Ebenen e des Raumes 
und allen sich auf der Achse schneidenden Ker adenpaar eu, die wir 
durch e = [s, , Sj] ausdi-üeken wollen, immer voraussetzend, daß s^ und Sj 
sich auf a^g schneiden. Spezielle Fälle sind folgende: 

1. Ist 6 parallel zu ^:^ (oder tt^), so liegt Sj(oder s^) unendhch 
fern, während Sgl^od. S^) parallel zur Achse verläuft; 

2. Ist 6 parallel zur Achse, so sind auch s^ und s^ parallel zu ra^j, 

3. Ist € senkrecht zu iri(oder iTg), so läuft 3^(3,) senkrecht zu 0,.^; 

4. Wenn e senkrecht zur Achse «1» ist, so fallen Sj uud s^ in 
eine zu a,. senkrechte Gerade. 
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Die angegebene Daratellung versagt nur in einem Falle, nämlieh, 
wenn e durch die Achse geht, dann fallen Sj und Sg mit a^^ zusammen, 
und die Lage der Ebene iat jetzt nicht mehr fixiert. In diesem Falle 
können wir sie aber bestimmen, durch die Lage eines ihrer Punkte 
Fes=.{P', P"); wenn wir nun dies durch € = [P', P"] auadriickeu, so 
soll damit gesagt sein, daß e durch den Punkt P =s (P', P") geht 
und durch die Achse. Bei einer solchen Ebene schneiden sich die 
Projektionen irgendeiner ihrer Geraden in einem Punkte der Achse, 
der zugleich ihre beiden dort vereinten Spurpunkfe darstellt. 

Aus dieser Methode der Darstellung von Ebenen ergibt eich eine 
neue Art, Geraden darzustellen, die zur Achse senkrecht sind: wir 
betrachten nämlich eine solche Gerade als Schnitt zweier Ebenen, 
von denen die eine zur Achse senkrecht steht, die andere beliebig ist. 

14. Aus dem, was über die Spuren der Geraden und Ebenen 
gesi^ wurde, ergibt sich nun sogleich folgendes: 

1. Liegt eine Gerade g in einer Ebene e, so liegen auch S^ und S., 
auf s^ und Sg und umgekehrt. 

2. Damit zwei Geraden iu derselben Ebene liegen (sich schneiden), 
ist es notwendig und hinreichend, daß die Verbiudungslinien 
ihrer Spurpunkte S^T, und S^T^ sich auf a^^ schneiden. 

3. Sind Si, Sj ^^^ hi % "^^^ Spurlinien zweier Ebenen CT und t, 
so sind die Punkte (s f) und (t t) die Spurpunkte der Schnitt- 
linie ar^r sind dihei &j und i^ (olei s und /^l zuemander 
(jedoch nicht zi i^) pirallel ii ist auch j parallel zu n^ 
(oder TTj); wenn jedoch sowohl Sj^ und i^ als auch f>g un j /j 
zueinander parallel sind ohne jedoch alle /u a parallel 7U 
sein, so sind auch <7 und t zueminiei panllel 

4. Laufen die viei Geraden /j s K simtlich paiallel zu a^^ 
so iat auch ]ie Geiade CTt paiallel zu ^^ 

Zur Übung: Vtcl le Bp oh i g muß zw sehe ien vie binrlm en zwe e 
Ebenen a und t stat heIp n n a u d t sowohl 7uemamier als a h z 
parallel sind? 

15. Ebenso wif bei einer Geraden kann man auch bei einer 
Ebene £ des Raumes (die nicht durch a^^ geht) fragen nach den 
Schnitten i und n mit den beiden Halbierungsebenen Die Ebene e 
sei gegeben durch ihie beiden Spuren Sj und s die sich im Punkte 
E^^ der Achse treffen t und i %cw hl wie ihie Piojektunen t und / 
u, u" gehen dann auch durch E,^ Wir betrachten nun eme beliebige 
Gerade g von e ( m sie festzulegen können wir uni ihre '^jurpunkte 
Sj und Sg beliebig wählen jedoih muß dej eratere auf s der letztere 
auf «2 liegen), best mmen ihie Projektionen g und g un 1 ihre Schnitt 
punkte T und U mit den beiden Halbieningöebenen T und 2 mit 
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-Ejj verbunden liefern uns i und i\ während JJ' = U" mit ^Yi ^^^' 
bnnden uns m' ^ m" liefert. 

Die letztere Gerade ist von ganz besonderer Wichtigkeit, wie 
sich aus folgender Betrachtung ergibt: Es sei 9^ irgend eine Figur 
in der Ebene e und JF', ST" ihre Projektionen; da diese letzteren per- 
spektiv zu JF sind, so sind sie zueinander projektiv. Zwei Punkte 
P' und P" die sich einander in JF' und 'S" entsprechen, indem 
sie Projektionen eines und desselben Punktes P im Eaume sind, 
liegen auf derselben Ordinate. Zwei Geraden g und g' , die sich in 
9^' und JF" entsprechen, sehneiden sich in einem Punkte Q, in 
welchen die beiden Projektionen eines Punktes Q zusammenfallen, 
der der Schnittpunkt von g mit der zweiten Halbierungsebene sein 
muB. Q liegt also auf m' = m". Die beiden Figuren 'S' und S" sind 
also von der Beschaffenheit, daß a) die Verbindungslinien ent- 
sprechender Punkte in einen Punkt (das Zenith {s. Nr. 4 Äum.) 
der Achse) zusammenlaufen, b) die Schnittpunkte entsprechender 
Geraden sich auf einer und derselben Geraden *t' = u schneiden. 
SF' nndiF" sind daher affine Figuren; die Äfflnitätsstpahlen sind die 
Ordinateii, die Äfflnitätsachse ist die Gerade «" = m", welclie die 
Projeküon der Schnittlinie u der Ebene e mit der zweiten Hal- 
hierungs ebene ist. Aus diesem Grunde wird die Gerade u s: u" ge- 
wöhnlich als Affinitätsachse der gegebenen Ebene bezeichnet. 

Znr Übliug: I. Zu zeigen, daß die Geraden s^a^^t' ■a sowohl wie s,a,,f"ii" 
ein harmonischeB Büschel hilden. — II. Eine zu a^^ Benkreclite Gerade sei (vgl. 
Nr, IS) als Scinittliaie zweier Ehenen, von denen eine zu «u senkrecht steht, 
gegeben; man bestimme ihre Schnitte mit den beiden IlalbierungBebenen, 

16. Außer den vier Geraden Si, s^, t, u, die wir bei jeder Ebene 
des Raumes schon betrachtet haben, sind noch zwei Systeme von co^ 
Geraden für jede Ebene £ bemerkenswert, nämlich diejenigen, in 
welchen € von zu tt, paraUelen Ebenen, und die in welchen e von 
zu TTj parallelen Ebenen geschnitten wird; sie heißen Hauptlinien 
und zwar vertikale oder horizontale; die ersteren projizieren 
sich auf Hg, die letzteren auf tTj als Parallele zur Achse. Auf tTj 
hingegen projizieren sich die horizontalen Hauptlinien als Parallele 
zu Sj, die vertikalen auf tt^ als Parallele zu s^. Diese beiden Gruppen 
sind im allgemeinen verschieden, sie fallen immer und nur dann zu- 
sammen, wenn e parallel zu a■^^. 

Es soll nun das Verfahren dargelegt werden, wie man die Pro- 
jektionen der Hauptlinien erhält. Zuvor sei jedoch bemerkt, daß man 
eine Ebene, außer durch ihre beiden Spurlinien, auch durch drei 
Punkte, oder durch zwei sieh schneidende Geraden bestimmen 
kann, oder durch einen Punkt und eine Gerade^), inbesondere kann 

1) Diese drei Fälle lassen eich offenbar leicht auf einen derselben zurück- 
führen, weshalb wir im allgemeinen nur einen (den zweiten) Fall betrachten werden. 
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man auch einen Punkt und die Äffinitätsachse der Ebene be- 
nutzen; diese neuen Bestimmun gsarten bieten den Voraug, daß man, 
wenn man dieselben braucht, nicht die Lage, sondern nur die Richtung 
der Achse zu kennen braucht. 

Anfgabe: Die horizoDtalen oder vertikalen HanpÜiuien einer 
Ebene e darzustellen. 

Auflösung: I. Fall. Die Ebene sei durch ihre beiden Spuren 
s, und s^ gegeben, a) der Punkt 6\g 
in welchem die diei Geraden Sj, s^, %g 
zusammenlauten, liegt in endlicher 
Entfernung Eine beliebige horizon- 
tale Hiuptlinie h wird sich auf Tig 
als eine zui Achse parallele Gerade h" 
(s. Flg. li) piojizieren. Der Punkt 
H" = s^h" ist dann der Spurpunkt 
Ton h in tt^. Konstrnieren wir nun 
fl^jä {auf der Achse), so gehört dieser 
Punkt der h' an und da h parallel zu 

TTj und Sj hegt, so liegt der erste Spurpunkt Ä, im Unendlichen und fallt 
mit dem unendlich fernen von s^ zusammen, daher läuft h' parallel zu s^ 
durch //,2 . Analog kann man eine zu öjj gezogene Parallele k' als Pro- 
jektion einer vertikalen Hauptlinie auffassen, deren Spurpunkt K^i^s^h' 
ist; die zu s^ durch Äjg gezogene Parallele 
liefert dann/i:". Als Kontrolle für die Zeich- 
nung merke man sich, daß die drei Punkte 
A'Ä", SjSg, li'li" auf einer und derselben 
Geraden, der Affinitätsachse von e liegen 
müssen, b) Ist dagegen e parallel zu a^^ 
so nehme man zunächst h' beliebig und 
nehme in e irgend eine Gerade g an, die h 
mF schneidet (Pig. 15); dann ist natürlich 
F' ^ g'h' und di(> entsprechende Ordi- 
nate schneidet g" in P"; die durch P" zu a^^ gezogene Parallele ist 
dann h". c) Wenn im besonderen Falle e noch durch a^^ geht und 
demnach durch einen Punkt A. ^ {A', A") be- 
stimmt ist, so ziehe man in e durch A eine 
beliebige Gerade g\ ihre Projektionen sind die 
Verbindungslinien von A', A"j mit einem be- 
liebigen Punkte der Achse; ist nun h" gegeben 
und F" ^^g'h", so kann man F' sogleich 
finden; die durch F' zur Achse gezogi 
raUele ist h' (Fig. 16). 

11. Fall. Die Ebene sei durch zwei sich 
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in einem Punkte C schneidende Geraden a und h bestimmt.') Nehmen 
wir zunächst h" parallel zu ii^^ als Projektion einer horizontalen Haupt- 
linie beliebig an; da mm li in der Ebene ah 
liegt, so schneidet sie n und h in den 
Punkten II und li, und es ist D" ^ a"}i", 
E" = Vh" (Fig. 17). Die durch ü" und 
E" gezogenen Ordinaten schneiden a' und 
/)' iu D' und £"; da nun h <]ie Verbin- 
dungslinie TonJ^ und£ ist, so ist h'^D'Ii'. 
Nimmt man umgekehrt zunächst k' parallel 
zu (1,3 ala Projektion einer vertikalen Haupt- 
linie, BO zeichnet man zuerst die Punkte 
//' ES h'a und K' ^ h'h'; die entsprechen- 
li-. 17. den Ordinaten echneidea a" und h" in H" 

und K", und dann ist k" = H"K". 
III. Fall. Die Ebene sei durch ihre Affinitätsachse m' ^ m" und 
einen Punkt M={M', M") bestimmt. Die durch M gehende hori- 
zontale Hauptlinie heiße w, die vertikale ft; dann läuft a" durch M" 
parallel zur Achse (Fig. 18). a muß außer 
durch Jl/' noch durch den Punkt ji^a"w" 
gehen, daher ist a = AM'. Ebenso ist h' 
die durch M' zur Achse gezogene Parallele, 
^" die Verbindungslinie von B^h'u' nach M" 
liefert uns h". Nehmen wir nun h" als 
Projektion irgend einer horizontalen Haupt- 
linie, so muß h' parallel zu a sein und 
durch dpn Punkt P^h"u" gehen. Nehmen 
wir dagegen Ä' als Projektion einer verti- 
kalen Hauptlinie, also auch parallel zur 
Achse, so ist h" die zu b" durch den Punkt 
Q SS h'n' gezogene Parallele. 

er Ebene dar, die senk- 



?>" 




17. Aus der vorigen, für die verschiedenen Fälle gelösten Auf- 
gabe ergibt sich auch die Lösung des folgenden wichtigen 

Porisnia: Von einer, in einer f^egebenen Ebene gelegenen Figur iF 
kennt man die eine Projektion and die Spuren der Ebene, die andere 
soll gefunden werden.^) Auflösung: Gegeben sei z. B. fF', es soll ff" 

1) Man beachte, daß die Gerade, welche die Tunkte a'a" und b' ti" ver- 
bindet, die AffinitätBaohse der Ebene ist. 

2) Bekanntlich betrachteten die alten Geometer außer den Theoremen und 
Problemen noch eine dritte Art von Sätzen, die sie Porismen nannten; als 
solche sahen >ie die unvolletändigen Theoreme an, die jrewisse Bedingungen in 
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gesucht werden. Wir betrachten zu dem Zwecke eiaen Punkt M' TOn 
tF', der die Projektion von M in JF ist. Durch M geht eine verti- 
kale Hauptlinie }:, die sich auf nj als eine zur Achse parallele Gerade 
durch M' in /c' projiziert; wir bestimmen nun J/' auf welcher M" 
liegen muß. M" liegt iiber auch auf der durch M' gezogenen Or- 
dinate und ist dadurch eindeutig bestimmt. Wenden wir diese Kon- 
struktion auf alle Punkte von SF' an, so erhalten wir iF". 

Hat man jedoch das eine Punktepaar M', M" gefunden, so kann 
man auch um 'S" ku finden, den Umstand (Nr. 15) benutzen, daß fF' 
uni^ 9^" im Verhältnis der Affinität zueinander stehen, wobei die Affl- 
nitätssti-ahlen senkrecht zur Achse laufen, und M', M" ein Paar ent- 
sprechender Punkte sind. Da auch die Ebene von JF gegeben ist, so 
kennt mau auch die Affinitätsachse, und somit ist die Affinität völlig 
bestimmt. Dieses Verfahren ist unumgänglich, wenn die Ebene von 
ff durch die Achse geht und durch M^s\M', M"~\ gegeben ist; 
alsdann wird letztere zur Äffinitätsachse und M', M" sind ent- 
sprechende Punkte. 

Zur Übang: Von einer Figur, die in einer der beiden Halbierungsebenen 
liegt, ist eine Projektion bekannt, die andere soll gefunden werden. 



Der aus dem vorigen Porisma fließende Sats 
völlig bestimmt ist, wenn ihre Ebene und eine 
beliebige ihrer Projektionen gegeben sind, 
trifft ]iichtmehr zu, wenn jene Ebene senkrecht 
zu TT; oder Tr„ steht. Ist z. B. e =; s^s^ senkrecht 
zu TTi (Pig- 19), so sind zur Bestimmung eines 
Punktes F oder einer Geraden g nötig und hin- 
reichend die Vertikalprojektionen P" oder^'; dann 
findet man nämlich P' sofort als Schnitt der durch 
P" gezogenen Ordinate mit Sj, während g' ja mit 
s^ zusammenfallt. Nimmt man dagegen P' be- p,^ 

liebig auf Sj an, so ist P" ein beliebiger Punkt 
der entsprechenden Ordinate; liegt dagegen P' außerhalb s^. 
P" (und P) im Unendlichen. Ähnliches gilt für 
rechte Ebene. 



eine Figur 




h em ^\ ortlaut enth elten d e jedoch zu erganzen s nd ndem no h d e Jt 6e 
oder Lage gew s^et ( ei Ide zu best mmen st die zufolge der Voraussetzungen 
a ftreten n l d e n d m ent j rechendpu vollst, nd gen Satze nooh z be t mm a 
wäre Z B st d e Aufgabe De M ttelpuukt e nes Ere ses z finden e u 
Pors^ma lern s e d e Behau] tung enthalt daß der ge9 chte P kt i h or 
banden ae 1 n d eser Art e nd cle batae de d rstellenden Ceometne la 
her wollen wir (dem Be sp el on haflles und Cremona folgend d e es m 
andere n 1er 1 öhereu Geometr e a ftretendeu Fällen ebenso tun d ese Be 
ze chnung anw nden w p hier lo 1 e Aufgabe d e Behaupti ng der Bsistenz 
de we te Projekt o nah chli ßt 
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Fünftes Kapitel. 

EinfüJirnng einer dritten Bildebene. 

18. Es gibt Fälle, in denen man bei der Anwendung von nur 
zwei Projektionsebenen, wie wir sie bisher benntzt baben, keine ein- 
deutige Darstellung von Gebilden des E-aumes erhält: so (m. s. 8 imd 13) 
kann das bisherige System, wenn es uiebt gänzlich modifiziert werden 
soll, nicht dazu dienen, Geraden die senkrecht zur Achse gehen, dar- 
zustellen, oder Ebenen, die durch diese geben. Für solche Päüe 
pflegt man noch eine dritte Projektionsebene herb eiznzi eben, die 
senkrecht zu den beiden ersten steht, und die wir uns also von vorne 
nach hinten verlaufend denken. Wir bezeichnen sie mit n^ und 
nennen sie dritte Projektionsebene, oder bei der Anwendung der 
darstellenden Geometrie in der Technik oder Architektur, Seitenriß- 
ebene, Profilebene. Die drei Ebenen tt,, tt^, tt^ bilden eine recht- 
winklige dreiseitige Ecke, deren 
Seheitel wir (Fig. 20) mit be- 
zeichnen, und deren Kanten mit 

jeder derselben ist ein positiver 
Sinn festgelegt (vgl. Nr. 5), so- 
bald man bestimmt hat, welche 
Gebiete von tt^ und tt^ positiv sein 
sollen. 

Wir betrachten nun die drei Pro- 
jektionen eines Punktes ./* im Räume 
P', "P und '"P, resp. auf tt^, tTj 
und TTg. Projizieren wir nun jeden 
dieser drei Punkte wieder auf die 
beiden anderen Ebenen als Pjj und P^^g, P^i '^^^ -^aa? -^ai '^^'^ ^33' 
so ist Pjji-iPg,, Pjg^Pjj, P^g^Pgg, und diese drei ueuen Punkte 
liegen bzw. auf den Achsen a^^, a^^, «33, und es bilden P, P', "P, 
'"P, 0, P^j, P^g, Pjg die Ecken eines Quaders, von dem neun Kanten 
parallel zu den Achsen sind, und drei auf die Achsen fallen. 

Um nun auch hier in einer einzigen Ebene zeichnen zu können, 
denken wir uns die TTg um die Achse a^^ gedreht, bis sie in die tTj 
fäUt, imd zwar so, daß der positive Sinn der Achse a^^ in der neuen 
Lage «iB entgegengesetzt dem positiven Sinne von a^^ wird. Alsdann 
drehen wir auch tt^ im Verein mit iTg um die Achse n^j, bis sie in die 
TT^ fällt, jedoch so, daß der positive Sinn von a^^ enl^egengesetzt dem 
von ffljj wird. Alsdann haben wir in der Zeichenehene zwei zueinander 
senkrechte Grundlinien, die wir als Haupt- und Nebenachse bzw. 
erste und zweite Achse oder Grundlinie bezeichnen können. Die 
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Punkte "P und '"P nehmen dabei eine neue Lage an, P" und P'", und 
es ist klar, daß nacli erfolgter Umiegung P' und P" auf dei-selben 
zur ersten Achse senkrechten Geraden liegen, während P" und P'" 
auf derselben zur zweiten Achse senkrechten Geraden liegen müssen. — 
Eine beliebige Ehene wird die Bildebenen tt^, tTj, tt^ je in einer Ge- 
raden, s^, Sj, Sg schneiden, die sieh zu je zweien in demselben Punkte 
einer Achse treffen, in welchen auch die Ebene die Achsen trifft; die 
beiden ersten Spuren s^ und s^ schneiden sich auf der ersten Achse 
a,,, die beiden letzteren auf der zweiten Achse a.,. 



19. Da zur Bestimmung eines Punktes oder einer Geraden zwei 
Projektionen genügen, und da zur Bestimmung einer Ebene auch zwei 
Spurlinien nötig und hinreichend sind, so sind folgende Aufgaben von 
Wichtigkeit: 

Aufgabe I. (JegebCB die beiden Projektionen eines Punktes, 
Grundriß und Aufriß, den Seitenriß zu finden. Auflösung: Wir 
benutzen die vorigen Bezeichnungen und neh- 
men P' und P", die natürlich auf derselben 
Ordinate liegen müssen, als gegeben an. Der 
Punkt F'" (Fig. 21) muß zunächst auf der zu 
«33 senkrechten Geraden P"p2s liegen. Be- 
achten vrir nun, daß, wenn wir Tig um (t^g 
drehen, der Punkt P^, einen Viertelkreis um 
als Mittelpunkt beschreibt, und die neue 
L^e Pj^j, erhält, so daß also OP^-^g^ = OP^^ 
= P12P', so haben wir also weiter P' auf a^^ 
zu loten als P,j und mit OP^^ um einen Kreis 
zu beschreiben, der ff^g, in P^jgj trifft; die in P,,jj 
zu (lag gezogene Parallele trifft P"Pag in dem 

gesuchten Punkte P"'. Die Strecke 0P|i3j ist als positiv oder negativ 
zu nehmen, je nachdem der Punkt P in das positive oder negative 
Gebiet von n, fällt. Da OP53 = OPj^j, ao schneiden sich die 
beiden Geraden i''P^g, P"'Pf^^. in einem Punkte F^, des Winkel- 
halbierers h der i>ositivea Richtungen der beiden Achsen a,g, a^gy 
Die Punkte P", P", P'" bilden die Ecken eines Rechtecks, dessen 
vierte Ecke P^ also auf der Geraden b liegt; ist diese Gerade nun ein 
für allemal gezeichnet, so braucht man zur Konstruktion von P"' 
keinen Zirkel mehr (sondern nur noch die Reißschiene), was für den 
Zeichner ein bemerkenswerter Vorteil ist. In ähnliche^ Weise hat 
man zu verfahren, wenn P' und P"' (auf derselben Senkrechten zu 
ttjj) gegeben sind und P' gesucht werden soll; noch einfacher ftndet 
man P", wenn P' und P" (deren Ordinaten sieh auf h schneiden 
müssen!) gegeben sind. 
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Aufga))« II. Gegeben Grundriß und Atift'iß einer Geraden, 
den Seit«nriß zn bestimmen. Auflösung: Es sei f7=(/, g') die 
gegebeae Gerade. Wir nehmen auf ihr zwei beliebige Punkte 
A ^ {Ä, A") nniJ l^ ^ (B', B") und bestimmen na«h Aufgabe I die 
dritten Projektionen A'" und £"', dann ist y" = A"'B"'. Als solche 
Hilfspunbte wählt man zweckmäßig die Spurpunkte S^ und S.^ von 
g mit TTj und ttj; man hat nur ihre dritten Projektionen S^^ und 
^23 zn verbinden (Pig- 22), dies liefert uns t)"'. 

Anmerkung. Um auch den Spurpunkt Sj von ff mit der ^^ zu 
findeo, beachte man 1. daß er in (/'" liegt, 2. daß seine zweite Projek- 
tion (Sgg sowohl auf der Achse «jj, als auch auf g" liegen muß, er ist 
also der Schnitt von (/'" mit der im Puukte S^ = /'«sa auf a^^ er- 
richteten Senkrechten. 

Zur tibiliig: 1. Man zeige, wie durch Benutzucg der dritten Projektions- 
ehene die Aufgaben in Nr, 11 und 12 II, Fall, in einer anderen Weise gelöst 
werden könaen. II. Mit Hilfe der Seitenrißelieiie den Schnittpunkt zweier in der- 
selben, zur ersten Achse senkrechten, Ebene gelegenen Geraden zu bestimmen 
(vgl. Nr- 1-2 Schluß). 





Aufgabe III. Gegeben die horizontale niid vertikale Spar- 
linie einer Ebene: iliren Scbnitt mit der Seitenrißebene zn be- 
»jtimmen. Auflösung: Geht die Ebene durch die erste Achse und 
ist daher durch einen ihrer Punkte A = (A', A") bestimmt, so be- 
stimme man nach Aufgabe I den Punkt A"\ die Verbindungslinie 
OA"' ist die gesuchte Linie Sg. ■ — Im allgemeinen Falle wird eine 
Ebene e die Projektionsebenen tt^, tTj, tTj je in einer Geraden, die 
wir bzw. Si, Sg, Sj nennen, schneiden, und die Achsen in den Pu nieten 
S',g, Sjj, Sjj. Sind nun s, und s^ gegeben, so haben wir damit auch 
,S'^3, 5,5 und- Sgg (Fig. 23), und damit auch, wenn alle drei Büdebenen 
in eine niedergelegt sind, den Punkt Sii^y Wir haben also nur mit 
OS^g um einen Kreis zu beschreiben, der a^ig) in S^-^^y trifft (oder 
diesen Punkt mit Hilfe der Winkelhalbierungslinie i zu konstruieren) 
und diesen mit S^^ zu verbinden, um s^ zu erhalten. In ähnlicher 
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ben sind, s^ finden, ebenso Sg, 
leicht auffindbare Beziehung 



Weise kann man, wenn s^ und s^ 
wenn s^ und s^ (zwischen denen 
besteht) gegeben sind. 

Übnngsanfgaben : I. Die dritten Spuren der ersten und zweiten Halbie- 
rungaebenen zu finden. II. Die obigen Löäungen, in geeigneter Weise angewendet, 
führen zu folgenden SätKcn: l. Sind zwei Punkte M und N symmetrisch zur 
ersten Halbieningsebene, so gehören ihre Projektionen derselben Ordinate 
und es sind symmetrisch zur Achse M' und N", sowie M" und N'; sind 

jen symmetrisch zur zweiten, so fällt M' mit JT' und M" mit W 

. Sind die beiden Spurpntikte einer Geraden symmetrisch zur Achse, 
so steht die Gerade senkrecht zur ersten Halbierungsebene, fallen sie dagegen 
zusammen, so steht sie senkrecht auf der zweiten. 3. Eine Ebene, welche 
znr Achse parallele und symmetrische Spurlinien hat, ist parallel zur zweiten 
Halbierungsebene ; fallen die Spnrlinien aber zusammen, so läuft sie parallel 
zur ersten. 

Eine Äiiwendniig (Ter dritten Projektionscbenp kann man 
machen, wenn man die Projektion JFj einer Figur ?F von einem be- 
stimmten Punkte auf 
eine Ebene tt (die sog. 
Zentralprojektion oder 
Perspektive der Figur 
g^) herstellen will. Wir 
bilden die betreffende 
Figur mitsamt dem 
Punkte zunächst nach 
dem Monge sehen Ver- 
fahren auf z«ei zu n 
senkrecht stehende 

Ebenen ab, so daß wir 
dann tt als Seitenriß- ^^7^ 
ebene betrachten kön- 
nen. Ist nun ^=(X,vl") 
einPuukt Yon JF(Fig. 24) 
und jL^ seine Projek- 
tion von auf TT, so 

ist Äi der Schnittpunkt von 0\L', A(' der von ( mit 0,^, man 
findet also (nach Umklappnng von tt auf tt^) A^ = A nach dem obigen 
Verfahren, welches, auf alle Paukte angewendet, die gesuchte Projek- 
tion 9^=3^'" liefert. — Zur Kontrolle beachte man daß zueinander 
parallelen Geraden von 3^ in demselben Punkte konver frierende Ge- 
raden von fr, entsprechen. 

20. Die Einführung der Seitenrißebene hat zur Folge, daß man 
noch vier weitere Halbierungsebenen der Winkelräume betrachten 
kann. Eine beliebige Ebene des Raumes schneidet die sechs Halbie- 
iuen in den Seiten eines voUatändigen Vierecks, dessen Dia- 
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gonalendreieck die Schnitte jener Ebene mit den Achsen zu Ecken 
hat. Betrachten wir die drei Projektionen 9^', 3^", JF'" irgend einer 
ebenen Figur JF, so haben wir, nachdem die Ebenen tTj, Tr^, ir^ in 
eine niedergelegt sind, zwei Affinitäten, die eine zwischen fF' und JF", 
die andere zwischen 'S" und fF'", die Achse der ersfceren heißt die 
erste Affinitätsachse, und wir bezeichneten sie mit u\ sie ist der 
Schnitt der Ebene e der Figur JF mit der zweiten Halbierungsebene; 
da i'Ar alle ihre Punkte die erste Projektion mit der zweiten zusammen- 
fällt, so könnten wir sie auch mit u e^ m" bezeichnen, und konstruieren 
wir demgemäß ihre Projektion u"' auf ttj, bo ergibt sich aus der 
in Aufgabe I dargelegten Lösung, daß diese mit der früher mit 
h bezeichneten Winkelhalbierungslinie zusammenfällt. Die andere 
heißt die zweite Affinitätsachse; wir bezeichnen sie mit v, und 
können, weil bei ihr die zweite und dritte Projektion ihrer Punkte 
zusammenfällt, sie auch als v" -^ v" bezeichnen; konstruieren wir 
ihre erste Projektion v, so ergibt sich, daß auch sie mit h zusam- 
menfällt. Da nun u und v in derselben Ebene e liegen, so 
schneiden sie sich, folglich müssen die Punkte u'i)' und m"jj" auf der- 
selben Ordinate zu a^^, und u"v", ii"'v"' auf derselben zu a^^ senk- 
rechten Ordinate liegen. Da aber die Geraden «', u", sowie v", v'" 
zusammenfallen und v = u" s h, so schneiden sich die beiden Al^Ql- 
tätsacliseii auf der Halbierungslinie b des Winkels zwischen den posi- 
tiven Achsen an und «ss- Man sieht nun leicht ein, daß diese Be- 
dingung nicht nnr notwendig, sondern auch hinreichend ist, damit 
zwei Geraden der Zeichenebene die beiden Affinitätsachsen der Ebene 
darstellen (man beachte, daß, wenn man auch die Lage, nicht die 
Richtung, dieser Achsen unbestimmt läßt, dieser Bedingung immer 
genügt wird). Es ergibt sich hieraus eine neue Art, eine Ebene zu 
individualisieren, indem man ihre beiden Affinitätsachsen angibt. 
Sind diese gegeben, so kann man, wenn 
man eine Projektion eines Punktes oder 
einer Geraden kennt, die beiden anderen 
bestimmen; es genügt offenbar, dies für 
eine Gerade zu zeigen, da man jeden Punkt 
als Schnitt zweier Geraden betrachten kann, 
a) Es sei außer den Achsen m' ^ w" 
, und v" =^ v" noch g' gegeben (Fig. 25). 
g und u schneiden sich in einem Punkte P 
derart, daß JP' ^P"^u'g'\ man bestimme, 
wie oben, den Punkt P"'. Ist nun Q^gv, 
also Q' ^ g'v, so ist, da v mit h zusammen- 

"'" fällt, Q' der Schnitt TOn & mit /; die durch 

Q' zur Achse a^^ gezogene Parallele trifft 11"=:«'" in Q" ^^ Q"'; dieser 
Punkt mit P" und P"' verbunden liefert g" und g". 
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b) In analoger Weise hätte man 
zu verfahreo, wenn (J" gegeben wäre. 

c) Ist endlich g" gegeben, so wol- 
len wir mit P und Q die Punkte g^ 
und gv bezeichnen, dann ist offenbar 
p- = P" = fy," (Fig. 26); man bestim- 
me dann wie oben P"'. (J" und Q"' 
fallen zusammen in ^'v', daraus findet 
man f^'; dann ist (/'rriP'^', g'" ^ 1'"' Q'" . 




Sechstes KapiteL 

Die Fimdamentalanfgabeii der Oeometrle der Lage. 

21. Die bisherigen Darlegungen ermöglichen es uns nun, die 
Probleme der reinen Geometrie der Lage mittels Konstruktionen, 
die in der Ebene ausgeführt werden, zu lösen, d. h. solche Probleme, 
bei denen unter den gegebenen oder gesuchten Stücken keine Längen- 
oder Winkelmaße oder die Bedingung des Senkrecht Stehens vorkommen. 
Derartiger Probleme gibt es natürlich unzählig viele; sie lassen sieh 
jedoch alle lösen, wenn man vier bestimmte von ihnen zu lösen weiß^), 
die als einfache und nicht zurückführbare Elemente gelten und die 
mau daher die Fundamentalaufgaben der Geometrie der Lage*) 
nennt; wie sich aus ihrem Wortlaut ergibt, sind sie zu je zweien 
einander dual, nämlich: 



L Die Verhiudmi^slinie zweier' IL 
Fniikte zn konstruieren (d. h. ' 

wenn die Darstellungen zweier \ 
Punkte gegeben sind, die ihrer; 
Verbindungslinie zu finden), i 
III. Die Ebene an hestimmen, die IV. 
durch eiueu gegebenen Punkt | 
und eine gegebene Gerade j 
geht'). 



1) Vgl. btaudt (rtnuiehu ier Laqt Nürnberg 1847 & 30 

3) In jedem Abs(,hnitte dei daratellendtn Geometne gibt es eine Anzahl 

Fundamentalaufgaben ans deren Lösung sioh. alle «Vrigen ergeben in der 

Walil dereell Pn lierisuht oit eine gewisse WiUkur 

3) Ist die Aufgab I geliat so kann min Aufgabe III lu^'h duith die 

folgende eraetaen l>ie Ebene zu bestimmen, die dnich drei geeebene Punkte geht. 



Die Schnittlinie zweier Ebenen 
zu konstruieren (d. h. wenn 
die Darstellungen zweier Ebenen 
gegeben sind, die ihrer Schnitt- 
linie zu finden). 
Den Schnittpunkt einer Ebene 
mit einer Geraden zn he- 
stlmineu. 
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Es sollen nun die Lösungen dieser Aufgaben gegeben werden, 
sowohl für den allgemeinen Fall, als auch für die bemerkenswertesten 
Spezialfälle ^). 

Was die I. Aufgabe anlangt, ho ist darüber wenig zu sagen: 
sind Ä = (Ä'j Ä"), li = iß', B") die gegebenen Punkte, so hat ihre 
Verbindungslinie die Geraden J.'J?' und A"B" zu Projektionen. Einer 
der gegebenen Punkte kann im Unendlichen liegen, in dem Falle 
lautet diese Aufgabe folgendermaßen: Durch einen gegebenen Punkt 
A = (A', A") die Parallele zu einer gegebeneu Geraden g = {ff, f/") 
zu ziehen. Da der Parallelismus erhalten bleibt, wenn man von einer 
Figur zu ihrer Orthogonalprojektion übergeht, so sind die Projektionen 
der gesuchten Geraden nichts anderes, als die durch A' bzw. A" zu 
g' bzw. g" gezogenen Parallelen, Wenn aber die Gerade g senkrecht 
zur Achse läuft, und demnach durch zwei ihrer Punkte M = (M', 31") 
und JV = (i\'', N") bestimmt ist (wobei M', M", N', K' auf derselben 
Ordinate liegen), so konstruiere man die Strecken A'B und A"li" 
gleich und gleichgerichtet mit M'N' und M"IN"; die gesuchte Gerade 
ist dann diejenige, welche die Funkte Ä und li enthalt. 

Anwendung: Gegeben seien zwei zur Achse parallele Geraden a 
und h. Diese bestimmen eine ebenfalls zur Achse parallele Ebene; 
es sollen die Schnittlinien der Ebene ab mit den Projektionsebenen 
gefunden werden. Man nehme auf a einen Punkt A, auf b einen 
Punkt B an; die Gerade AB liegt dann in der Ebene ah. Man be- 
stimme deren Projektionen und daraus ihre Spurpunkte ä'j, ä^ (Nr, H); 
die durch diese zur Achse gezogenen Parallelen sind die gesuchten 
Schnittlinien. 

22. Bei der Behandlung der II Fundamental aufgäbe betrachten 
wir gesondert die verschiedenen Hauptarten (vgl Ni Ibl, auf welche 
eine Ebene bestimmt sein kann 

a) Die Ebenen seien durch ihre Spurlinien hestimmt, nimlich 
b ^^ [Sj, S.2I, e = [^1 'gl Dei erste Spmpunkt der feihnittlmie be 
wird dann der Punkt Tj sein, m welchem sieh s^ und t^ schntiden 
die zweite Spur ist der Punkt l^^s^U man kennt also die bpur 
punkte der gesuchten Geraden x und kann also (nach Nr llj ihre 
Projektionen bestimmen Sollten zufällig *!, und t^ (oder Sj und t^] 
einander parallel sein so ist die angegebene tonstruktion dennoch 
anwendbar; es würde dmn x zu ihnen paiallel werden und x zur 
Achse. Wenn fernei sowohl «j und f^ als auch % und t^ zueinander 

1) Spezialfdlle können bei einei Autgabe aus der dar teilenden beometne 
auf zweierlei Weise entstehen entweder indem d e gegebenen Stucke eine be 
sondere Lage im Eaume einnehmen (z B menlliii tcm hegen) oder wenn sie 
eine spezielle La^e m beiug anf die Pillcbene haben z B wenn e ne Et nne 
durch eine der AcLbpu geht 
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parallel wären, aber nielit zur Achse, so wären anch b und € einander 
parallel und ihre Schnitthnie mitsamt deren Projektionen würden ins 
Unendliche fallen. — Die Konstruktion würde theoretisch ihre Gel- 
tung behalten, praktisch aber nicht anwendbar sein, wenn die Punkt© 
Tj und Tg, oder einer von ihnen, außerhalb des Zeichenblattes fielen. 
Man benutzt in diesem FaUo zwei HUfsehenen a und ß und bestimmt 
nach der allgemeinen Methode die Schnittlinien ab und ae, sowie 
ßb nnd ße, ebenso die Punkte A uni B, in welchen sich die beiden 
ersten und die beiden letzten schneiden; die Verbindungslinie AB ist 
die gesuchte Gerade. Im allgemeinen wählt man zweckmäßig die 
Ebenen a und ß parallel den Projektionsebenen. Die bezügliche 
Konstruktion, wobei a parallel zu tt^, also a^ parallel zur Achse, ß 
parallel zu ttj, also i^ parallel zur Achse, und b^ im Unendlichen, ist 
in Fig. 27 wiedergegeben. Aber auch dieses Verfahren kann praktisch 
unausführbar werden, wenn der Winkel, den die Sparlinien mit der 
Achse bilden, sich einem Rechten nähert; es kimn aiedann durch 




folgendes ersetzt werden'): Es sei der Punkt, in welchem sich die 
von S^2 '^'^^ ^12 ^'^^ h ^^^ ^a ^'^^- gefällten Lote treffen (Fig. 28). 
Das von auf die Achse gefällte Lot ist dann der untere Höhen- 
abschnitt für das Dreieck, dessen Seiten die Achse und die beiden 
Vertikalspuren sind; also ist der Fußpunkt desselben nichts anderes, 
als die Horizontalprojektion Tgj des zweiten Spurpunktes der gesuchten 
Geraden; x' muß folglich durch diesen Punkt und den (unzu^ng- 
Üchen) Punkt 1\ -^ s^ti gehen. Um nun x' zu finden, ziehen wir 
durch Tjj die Senkrechte ÄT^^F zu s^ und BT^^Q senkrecht zu ijj 
diese beiden Geraden sind dann zwei Hohen des Dreiecks ABT^, die 
dritte wird die von T^, auf AB gefällte Senkrechte sein, folglich 
gehört sie der Geraden x' an. In ähnlicher Weise findet man x". — 



1) Bin anderer Knnatgriff wird in Gngler, Lehrbuch der deskriptive, 
„letrie (IV. Aufl., Stuttgart 1880, S. 21), vorgeschlagen. 



Geo- 
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Die angegebene Konstniktion versagt auch in dem Falle, daß die 
beiden gegebenen Ebenen b und e durch denselben Punkt der Achse 
gehen, wenn also S^2 und T^^ zusammenfallen; alsdann muß sowohl 
die gesuchte (Jerade, als auch ihre Projektionen durch diesen Punkt 
gehen, es genügt also, um diese zu bestimmen, ein weiterer Punkt X. 
Zu diesem Zwecke benutzen wir (Fig. 29) eine Hilfsebene a = [a^;a^] 
und bestimmen ihre Schnitthnien c = (c', c") und e = (e\ e") mit b 
bzw. t, diese gehneiden sich in einem Punkte X der gesuchten Ge- 
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raden, und es ist X' ;^ e'e, X" ;= c"e". Diese beiden Punkte liefei-n 
mit S^j verbunden x' und x". Als Hilfsebene kann auch die Seiten- 
riBebene benutzt werden, wie es Fig. 30 zeigt. Man beachte auch, 
daß diese Konstruktion keine wesentlichen Änderungen erfährt, wenn 
der Pimkt S^g ^ T^^ ^^^ Unendliche rückt; es wird dem Leser geraten 
diese Konstruktion auszuführen. 

Um obige Konstruktion für den Fall auszufuhren, daß eine der 
beiden Ebenen, etwa e durch die Achse geht und also durcb einen 
Punkt A^{Ä',iA") bestimmt ist, nehme mau als HiKsebene die 
Seitenriß ebene, die durch A geht. Man konstruiere die dritten Spuren 
Sg und #3 der gegebenen Ebene; diese schneiden sich in der dritten 
Projektion X'" eines Punktes, der der gesuchten Geraden angehört. 
X" und X' werden auf a^g liegen. Da die gesuchte Gerade, sowie 
ihre Projektionen durch T^^, in welchem Punkte b die Achse schneidet, 
gehen müssen, so sind diese sogleich bestimmt. 

h) Die beiden Ebenen seien durch zwei sich schneidende Geraden- 
paaie a, h und c, d bestimmt. — Wir bestimmen die Punkte X und 
Y, in denen die Geraden c und d die Ebene aj) schneiden; ihre Ver- 
bindungslinie ist die gesuchte Gerade. Diese Lösung erfordert aber 
die Kenntnis der Auflösung der IV. Fundamentalaufgabe (a. Nr. 24). 
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c) Die gegebenen Ebenen seien beide dureli einen ihrer Punkte 
und die Afiinitätsaciisen bestimmt. Es seien A =e (A', A") und a' ^ a" 
die betreffenden Elemente für die Ebene b, B = {B' , B") und b' = b" 
die für € (s. Fig. 31). Die gesuchte Gerade x ^bt achneidet die zweite 
Haibienings ebene in einem Punkte X, 
dessen Projektionen zusammenfallen; diese 
liegen sowohl aof a' als auch auf &'; es 
ist daher X' = X" = ah' (= a"b"). Durch 
diesen Punkt gehen auch die Projektionen 
von X, man hat also nur noch einen Punkt 
dieser Geraden aufzusuchen. Zu diesem 
Zwecke betrachten wir die Gerade A'B' 
sowohl als Projektion einer Geraden l von 
b, als auch einer m von e, und bezeichnen ^ 
sie daher sowohl mit l' als auch mit m'. 
Dann wird offenbar l" die Verbindungs- 
linie von A" mit dem Punkte a'l' sein, 

und }}i" die von B" mit h m Da l und m die erste Projektion ge- 
meinsam haben, ^o müssen sie sich schneiden, und zwar in einem 
Punkte Y, und di / dei Ebene b, m der € angehört so hegt Y auf 
der Geraden b e. Nun ist I =1 m und Y der Schnitt der ent- 
sprechenden Ordinite mit J ^m Es smd alio \ 1 und X'Y" die 
Projektionen der gesuchten Geriden — Mnn beaehte, daß man die 
Achse für die Konstruktion nicht nötig hat. 

2S. Um die IIJ, Faililamentalaufgahe , die Ebene zu bestimmen, 
welche durch einen Punkt P = {B', P") und eine Gerade g = (g', g ) 
geht, zu lösen, beachte mau zunächst, daß die Spurlinien der Ebene 
auch durch die Spurpnnkte G^ und G^ der Geraden hindurchgehen. 
Zieht mau alsdann durch P eine Gerade r, die parallel zu g ist, so 
liegt diese bekanntlich in der gesuchten Ebene; hat man nun deren 
Spurpunkte i?^ und B^ gefunden, so hat man einen zweiten Punkt 
für die beiden Spurlinien, welche also die Geraden G-^Ii~^ und G^R^ 
sind. Als Kontrolle merke man, daß beide sich auf der Achse 
schneiden müssen. Sollten die Punkte G^, G^, R^, B^ alle oder zum 
Teil außerhalb des Zeichenblattes fallen, so benutze man, um zu dem 
gewünschten Resultate zu gelangen, die Spuren der Geraden, die P 
mit eigentlichen Punkten von g verbinden. 

Im Falle die Gerade g senkrecht zur Achse läuft, und demnach 
durch zwei Punkte M und N bestimmt werden muß, so würde die 
gesuchte Ebene durch die Geraden FM und FN bestimmt sein, und 
dann sind ihre Spuren leicht zu finden. 

3r Ebene, die durch einen 
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Die vorhin behandelte Aufgabe bietet zwei bemertens werte Spezial- 
fälle, die entstehen, wenn der gegebene Punkt oder die Gerade ins 
Unendliche fallen, 

a) Dnreh eine Gerade eine zu einer anderen Geraden parallele 
Ebene zu legen. Es seien a = (a', a") und h = (&', 6") die beiden 
gegebenen Geraden, Wir nehmen auf ff beliebig einen Piuikt2*=fP' P") 
und ziehen durch ihn die Gerade p = (p',P I parallel zu J (_8 Ni 21) 
Die Ebene der beiden Geraden a, p ist die gesuchte und ihre bpur 
Knien sind leicht zu finden. 

Zur Übung': I. Wie ändert sich diese Konstruktion wenn eine oder beide 
Geraden zur Achse senkrecht liegen? II. Wie füi den Fall daß eine der tre 
raden parallel zur Achse läuft? III. Dnrch eine gegebene Oerade eine Ebene 
7.-a legen, die zwei gegebene Ebenen in zueinandpi parallelen beiaden sehne det 

h) Durch einen Pnnkt eine Ebene zh legen, die zn einei ge 

gebenen Ebene parallel läuft. Die gegebenen Stucke seieaM^W,]^") 

und |j = [m^, wi^] (B'ig. 32). Die gesuchte 

*%-' / Ebene e = [s, , s^J wird als Spurlinien 

yL ^ -^y ^ zwei zu m^ und % parallele Geraden 

/ V^ haben müssen. Um s^ und s^ zu erbal- 

/ /' ' ten, denken wir uns durch M in der 

\ ■^''\ ■'^(K; '■ ~«^ Ebene e die horizontale Hauptlinie Ä 

\ \ \ . gezogen, dann ist h" die durch M" aur 

\ '^ M' Achse gezogene Parallele, während A' 

'\ die durch M' zu s^, also auch zu m^ 

Tig. :•■!. gezogene Parallele ist. Wir bestimmen 

hierdurch den zweiten Spurpunkt S^ 

von h; die durch ihn zu m^ gezogene Parallele liefert uns s^ und den 

Schnitt iS^2 ^0° ^ ™^^ ^^^ Achse, durch welchen auch s, parallel zu 

m^ gebt. 
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h bestimmt iat. 



4L dnShnpnk e& raden g ") mit einer 

Ebene t zu finden (^IV. t undamentalaufgabe), lege man durch g eine 
beliebige Ebene o = [s^, s^] und bestimme deren Schnittlinie e mit e; 
der den Geraden e und g gemeinsame Punkt X ist der gesuchte. 
Diese Konstruktion läßt sich bedeutend vereinfachen, wenn man die 
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Hiifsebene a zweckmäßig wählt. Z. B. feauii man, wenn ff nicht senk- 
recht zur Achse läuft, als Hilfsebene diejenige wählen, welche 
die ir^ projiziert. Dann fäUt g' (s. Fig. 33) 
mit Sj zusammen und s^ steht senkrecht zur 
Achse im Schnittpunkte der letzteren mit g'. 
e fällt ebenfalls mit g' zusammen. Sind nun 
t^ und t^ die Spurliaien von e, so sind die 
Punkte fjSj ^ Sj und ^gS^^Sg die Spur- 
punkte von e; man kann also auch e" leicht 
bestimmen, e" \md g" müssen sich nun in X" 
schneiden, während X' auf der zugehörigen 
Ordinate und auf i/' liegt. In dem FaUe, daß 
d parallel zu 6, wird e" parallel zu g" werden. '*' " ' 

Wenn man die Gerade g senkrecht zur Achse annimmt, und 
sie aisdann durch zwei Punkte A und B festlogt, so nehmen wir die 
durch ff = AB senkrecht zur Achse gelegte Ebene als Seitenriflebene 
und hestimmen (nach Nr. 19) die dritte Spurlinie t^ der Ebene 
e ^ [f^, t^], deren Schnitt mit g ist der gesuchte Punkt X ^ X'", aus 
welchem sich leicht die Punkte X' und X" ableiten lassen {Fig. 34). 
Dasselbe Verfahren ist im wesentlichen auch anwendbar, wenn die 






^ v^ 




/f"\ 




" ) 


l\a 


A' / 


\ \^ 


S/, 








Gerade g^(g\g"] parallel zur Achse liegt. Sind wieder (j und ^ 
die Spurlinien der gegebenen Ebene € (Fig. 35), so nehmen wir als 
Hiifsebene diejenige, welche g auf % projiziert; dann wird e's/, 
und e" muß parallel zu t^ werden. Der Punkt e"g" ist dann X", 
während X' auf der zugehörigen Ordinate und auf g' liegt. X = (X', X' ) 
ist der gesuchte Punkt. 



Zur Ubimg: 1. Welche Bedingungen müssen die ProjeMionen einer Ge- 
laden erfüllen, damit diese paraüel zu einer Ebene sei, die scnkreolit anr hori- 
zontalen (oder vertikalen) Bildebene stellt? 11. Man beweise folgenden Sata: 
lat eine Gerade mit den Spnipunkten S, und S, parallel zu einer Ebene, deren 
Sputtinien s^ und s^ sind, so müssen sich die durch S, und S. zu s. und s, ge- 
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zogenen Parallelen auf der Achse schneiden. III. Man löse die IV. Tunda- 
mentaiaufgahe für folgende Fälle; Die Gerade liegt in einer zur Achse aenk- 
reehten Ehene; die gegebene Ebene geht dnrch die Achse; beide Fälle treten 
zw gleicher Zeit ein. 

Es soll nunmehr die IV. Fund amental auf gäbe gelöst werden unter 

der Voraussetzung, daß die Ebene nicht durch ihre Spuren gegeben ist. 

a) Den Punkt m finden, in welchem die Gerade g = {g, ff') 

die dnrch zwei sieh schneidende Geraden a = («', a"), b = (6', &") 

bestimmte Ebene schneidet (Fig. 36), 

Die Gerade g' kann mau als Piojek 

tion eioer Gerade 1er Ehe & ali 

ansehen. Um s' z finden leacbten 

wir, daß s die ernde und ' u 

zwei Punkten A d J schneidet 

deren erste Projektionen die Punkte 

A'~a'g' und B' = iy sind; die 

durch A' und B' gezogenen Ordinaten 

schneiden a" und V bzw. iu A' und 

B", deren Verbin dimgalinie ofienbai' 

s" ist. Die Geraden n und s haben 

ihre er^te Projektion gemeinsam* da 

hei tchneiden sie sich m ememPunkte 

\, und da s m lei Ebene ah he^t 

so ist X der gesuchte Punkt \ ist dann niehta ludeies lis der 

Punkt g"s" und X' ist der Punkt in wekhem q von der zugehörigen 

Ordinate getroffen wird. Sollte q parallel zu s neiden, so wuide q 

zur Ebene ah parallel sein Man beit-hte daß man die Achse nioht 

notwendig bat, weshalb sie luch m der Fig ■}(> niibt gezeichnet ist 

Das obige Verfahren wird tugenschtmlich unbrau hbai, wenn q 

senkrecht zur Achse liegt, "^md dann 1 und P die sie bestimmenden 

Pnnkte, und C der Punkt al so kmu man zweckmäßig die Ebene 

ABC als Hilfsebene wählen wie man tuh ieicht überzeugen kann 

Eine andere Idee der Lösung wird jedoch 

binnen kurzem in Xr. 2S dat^clegt 

werden. 

I)) Den Punltt zn finden, in welchem 
eine Gerade g eine Ebene x schneidet, die 
dnrch den Punkt A = {A, A") nnd ihre 
Äffiiiitiitsachse a' = a" bestimmt ist. 

Wenn g nicht senkrecht zur Achse 
ist, so können wir, um den Punkt Xspi 
zu erhalten, in ähnlicher Weise wie vor- 
hin verfahren. Wir betrachten zu dem 
Zwecke g' (s. Fig. 37) als erste Projektion 
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einer Geraden s, die der Ebene t angehört; s' fällt mit g' zusammen 
und um s" zn linden, kann man die zwischen den beiden Projektionen 
einer und derselben Figur von t bestehende Affinität benutzen. Nehmen 
wir nämlich einen ganz beliebigen Punkt P von s, weshalb wir P" 
auf s' beliebig annehmen können, so finden wir P" auf der zuge- 
hörigen Ordinate und im übrigen so gelegen, daß die Geraden A'P" 
und A"F" «ich auf der Äfhnitatsaehse von t schneiden, wodurch P" 
vollständig bestimmt ist Da nun P auf s liegt, so muß s" durch 
P" gehen und da s und s sich auf »' ^ a" schneiden, so kann man 
s" sofort finden. Nun ist X (s. o.) nichts anderes als gs, demnach 
ist X" zs g"s", und X' ist der Schnitt von g' mit der zugehörigen 
Ordinate. Auch bei dieser Konstruktion tritt die Achse selbst 
nicht auf. 

Wenn liingegen g = AB senkrecht zur Achse ist (Fig. 38), so 
kann man den Punkt Xzs^t auf folgende Weise finden: Man be- 
trachte die Ebene a -= P AB als Hilfs- 
ebene und bestimme deren Äfflnitäts- 
achse; es ist dies die Gerade h' = h", 
die die Schnittpunkte P'A\ P"A" 
und P'B', P"B" verbindet. Ist nun 
T ^^ J" der Schnittpunkt der beiden 
Achsen a hs a", b' --^ f>", so hat die 
Gerade öt die Geraden TP und T' P" ^^^ ^^ 

als Projektionen. Diese schneiden 

dann die Gerade, welche alle die Punkte A'A", HB" . . . enthält, in 
den Projektionen X' imd X" des gesuchten Punktes. 

Zur Fbung; Zu beweisen; Damit die Gerade g^^-{g',g") paiallel zu der 
durch den Punkt A = (A', A") und die Afflnitätsachse besiammten Ebene sei, 
lat notwendig und hinreichend, daß die durch A und A' zu bzw. g' und g" 
1,'ezogenen Parallelen sich auf dieser Achse schneiden. 




Siebentes Kapitel. 
Andere Probleme der Geometrie der Lage. 

25. Nachdem die vier Ftrnd am entalauf gaben der Geometrie der 
Lage gelöst sind, lassen sich die übrigen Aufgaben dieser Art durch 
eine geeignete Kombination jener ausführen. So ist die Auffindung 
des Punktes, der drei Ebenen gemeinsam ist, zurückzuführen auf die 
des Punktes, in welchem die Schnittlinie zweier dieser Ebenen (Nr, 22) 
die dritte Ebene schneidet (Nr. 24); ein anderes Verfahren wird in 
Nr. 27 dargelegt werden. Weitere lehrreiche Beispiele ähnlicher 
Zurückführ ungen bieten die in diesem Kapitel zu behandehiden Auf- 
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Aufgabe. Die Gerade zn konstruieren, die durch einen gegebenen 
Punkt P = (P', P") geht und zwei gegebene windschiefe Geraden 
r und s sehneidet. Auflöeung: Die 
gesuchte Gerade ist offenbar die Schnitt- 
linie der beiden Ebenen Pr und Ts, 
oder auch die Verbindungslinie von P 
mit demjenigen Punkte, in welchem s 
die Ebene l^r schneidet. Nun kann 
; ■ man die Ebene Pj- auffassen als be- 

stimmt durch die Gerade )• und die 
Gerade p, die durch P paraUei zu r 
gezogen wird; sie wird von s in einem 
Punkte X geschnitten, der eich nach 
Nr. 24a bestimmen läßt. PX ist dann 
die gesuchte Gerade (a. Fig. 39). 

Folgesatz: Durchläuft der Punkt 
P eine dritte Gerade t, die weder r 
noch s trift't, so gelangt man durch das obige Verfahren zu der Dar- 
stellung der durch drei gerade Leitlinien bestimmten Regel- 
schar; eine der Geraden r, s, i kann auch im Unendlichen liegen. 
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man die Horizoutalprojektiou aller Punkte, sowie die Vertikal- 
projektion dreier von ihnen A', W, C"\ die letztere Projektion zu 
vervollständigen. 

I. Lösung: Die Geraden Ä.ß, A"Ii" schneiden sich in einem 
Punkte -Bfl der Affinitätsachse der Ebene t, in welcher die gegebene 
Figur liegt. Ebenso schneiden sich A'C nnd A"C" in einem Punkte C^ 
derselben Achse, welche also die Gerade w^i{o(7„ ist. Bestimmt man 
nun den Punkt D,,, in welchem A'D' von u geschnitten wird, 
und zieht Di,A", so muß auf dieser Geraden D" liegen. Andererseits 
liegt aber Z)" auch auf der zu D' gehörenden Ordinate und ist somit 
bestimmt. Ähnlich findet man die Vertilialprojektionen der übrigen 
Ecken des A'^ielecks. 
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II. Lösung. Ohne die Afänitätsachse zu benutzen, läßt sicli 
dieselbe Aufgabe in elementarer Weise lösen und zwar folgender- 
maßen: Ist P der Punkt, in welchem sich die G-eraden AD nnd BG 
schneiden, so ist P' der Schnitt von ÄD' und JS'C; P" ist nun der 
Punkt, in welchem die Gerade IB'C" toh der zu P' gehörenden Or- 
dinate geschnitten wird. Da nun A, I), P in gerader Linie liegen, 
so gilt dasselbe auch von A"D"P". D" ist also der Schnitt von 
A"P" mit der zu 1/ gehörigen Ordinate. In ähnlicher Weise findet 
man E", F" . . . 

27. Nachdem, wie geschehen, die Aufgaben „die Verbindungs- 
linie zweier Punkte zu finden", „durch einen Punkt zu einer Geraden 
die Parallele zu zielien" (Nr. 21), sowie „den Schnitt einer Geraden 
mit einer Ebene zu finden" (Nr. 24), gelöst sind, ist man imstande, 
die Zentralprojektiou einer Figur ^ von einem Punkte aus oder pa- 
i'allel 7U einer beliebigen Richtung auf eine beliebig gegebene Ebene 
zu finden. Es ist dieselbe Aufgabe, wie den Schatten, den eine Figur 
auf eine gegebene Ebene wirft, zu konstruieren, sei es, daß die 
Lichtstrahlen von einem Punkte ausgehen, oder sei es, daß sie parallel 
laufen. Ein besonderer Fall dieser Aufgabe wurde schon (Nr. 19) 
untersucht; jetzt sollen uns andere beschäftigen. 

a) Nehmen wir an, die Horizontalebene sei die Grundebene und die 
Itiehtung der projizierenden Strahlen sei die der Geraden d ?^ (d", d"). 
Ist dann P ^s (P', P") ein beliebiger Punkt von iF, so ist seine 
Parallelprojektion auf die Grundebene P^ nichts anderes, als der hori- 
zontale Spurponkt des zu d parallelen Projektionsstrahles. Das Drei- 
eck PP'Pj ist rechtwinklig in P" und hat in P^ den Winkel a. Die 
Kathete PP' ist gleich dem absoluten Werte | p der ersten Kote p des 
Punktes P; also ist P'Pi = \p , cot a. Um P^ zu finden genügt es 
also, von P' aus eine Strecke von der Länge |j)|cota und parallel 
zu d' zu ziehen. Was die Richtung angeht, so bestimmt sich diese 
aus der direkt zu bestimmenden Projektion A^ eines gewissen Punktes 
Ä = (A', A"), indem man beachtet, daß der Sinn von P}\ mit 
dem von A'A^ übereinstimmt oder nicht, je nachdem die ersten Koten 
von A und P dasselbe oder entgegengesetzte Vorzeichen haben. 

Bemerkenswert ist der FaU, daß a ^ -r- , alsdann heißt diese Pro- 
jektion wegen ihrer Anwendung in der Fortifikationslehre Militär- 
perspektive: hierbei ist P'P^=|^. Nehmen wir im besonderen 
obendrein an, daß die Gerade d senkrecht zur Aclise sei, so liegen 
P', P,, P" auf derselben Ordinate, und wenn 7\j der Schnitt mit der 
Achse ist, so sind die beiden Strecken P'Pj und P^^P" von gleicher 
Länge und, wo man auch P wählen m.ag, von demselben oder von 
entgegengesetztem Sinne. Setzen wir daher fest, daß die beiden 
Strecken P'P^ und P^si'" immer äquipollent seien, so genügt 
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es, um die Militärprojektion einer Gferadeii g e= [g', ij") zu finden, die 
zweier ihrer Punkte zu verbinden, als welche mau zweckmäßig die 
Spurpunkte iS\ und S^ der Geraden wählt. In diesem FaUe fäDt so- 
wohl T^ als auch Tg mit seiner Milifcärprojektion znaammen; also ist 
tlie Militäriirojektion eiaer Geraden in diesem Falle die Verbindungs- 
linie ihrei' Sjinrpnnkte. Diese Bemerkungen liefern uns eine bemer- 
kenswerte Lösung der folgenden 

Aufgabe: Den Pnnkt zn Mden, dei' den drei Ebenen \si. s^], 
1*1, fa], ["1, Ms] geineinsam ist.^) 

Es seien (Fig. 40) S^T^Uy die Ecken des von s^, t^, Mj und S^, 
'1\, JJ^ die des von s^t^u^ gebildeten Dreiecks; dann sind die drei 
Geraden Ä^Sg, T^T^, U^ü, die Militär- 
projektionen der drei Geraden, in wel- 
chen lieh lie gegebenen Ebenen schnei- 
den diefce 1 lufen daher m einen Punkt 
\i z igammen der die Militarpiojektion 
gesuchtei Pmktea \ ist°). Um 
\ und \ zu finden beachte 
m-in laß liese auf dei Inreh Tj gehen- 
den Ordinate liegen m lasen nun kon- 
struieie man die Ho zontalprjjektion 
einer der ge^enseit gen 'Schnittlinien 
der drei Ebenen indem man beispiels- 
weise len Punkt T, = T mt T^' ver- 
bindet. Diese Lime trifit jene Ordinate 
in X'; um X" zu finden, beachte man 
bloß, daß die Strecken 'XJC^ und 
XijX" äquipollent sind. 

ß) Oft erweist es sieh auch als 

nützlich, eine Figur 5^ parallel zu einer 

beliebigen Richtung d auf die zweite 

Halbier ungs ebene zu projizieren. In 

en beliebigen Punkt P = (P", F") und 

!;u d' bzw. d" gezogenen Parallelen sich 




diesem Falle nehmen wir ein 
lassen die durch P' und F" : 



in Pp achneiden. In diesem Punkt fallen ofFejibar die Horizontal- 



1) Diese Aufgabe ist auch vou einer praktischen Bcdentnug, indem sie die 
ÜberBetzung der Aufgabe „drei lineare Gleichungen mit drei Unbe- 
kannten zu löaen", in die Sprache der Geometrie ist. Die folgende Lüsung 
kann daher als graphische Lösung jener algebraischen Aufgabe angesehen 
werden (vgl. Nr. öü). 

2) Damit iat der FundamentaUatz von Desargues über pcrspehtiviscbe 
Dreiecke allgemein bewjeaea. 
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und Vertikalprojektionen der Parallelprojekfcion von P auf die 
Kweite Halbieruogsebene zueamnien. Von dieser besonderen Projek- 
tionsart kann man eine nützliche Anwendung machen') auf fönende 
wichtige 

Aufgabe: Ben l'iiiikt X zu liuden, iu welchem eine Strecke 
MJV die innere Fläche eijies (Inrch seine Kcken A, B, C gegebenen 
Dreieckes trifft, vorausgesetzt, daß es einen solchen Punkt gibt. 

Auflösung: Man projiziere die ganze gegebene Figur parallel 
zur Geraden BC auf die zweite Halbierungsebene (Fig. 41). B,, und 
Oq fallen zusammen und zwar 
in den Punkt ITC ■ JB"C", 
folglich reduziert sich die 
Projektion des gegebenen 
Dreiecks auf die Strecke 
A^B^. Wenn sich nun l^Bf, 
und JfflA'o in einem Pimkte 
schneiden, dev außerhall auch 
nur einer der beiden Stiecl en 
liegt, so gibt es keinen 
Pontt, der die Aufgabe last 
Ist andernfalls X^ dei Schnitt 
punkt, so schneiden die duich 
Xg zu A'B" bzw. A B ge 
zogenen Pai-allelen die btiek 
ken Jlf jV bzw. M"2^ m den 
Punkten X' bzw. X Fallt 
nun X' innerhalb des Drei 

ecks A'B'C (oder X" innerhalb A"B"C'), so erfüllt der Punkt 
-X ^ {X', X") alle Bedingungen der Aufgabe. Dies Verfahren benötigt 
nicht die Achse und ist offenbar auch zu verwenden, wenn die Strecke 
MN senkrecht zur Achse steht; man hat somit ein neues Verfahren, 
den Schnitt einer zur Achse senkrechten Geraden mit einer durch 
zwei sich sehneidende Geraden bestimmten Ebene zu ermitteln. (Vgl. 
Nr, 24.) 

Zur Übnng: Dutcli dasselbe Verfakren soll man (voraaegesetzt, daß sie 
existiert) die auf der Schnittlinie der Ebenen liegende gemeinsame Strecke 
zweier durch ihre Ecken gegebenen Dreiecke auffinden. 

28. Nehmen wir an, es sei wieder eine Richtung durch eine feste 
Gerade r ^ {r, r") gegeben und es soll parallel zu dieser ein Punkt 
P auf die Vertikalebene projiziert werden, so braucht man nur 
durch P die Parallele p zu r zu ziehen und ihren Spurpunkt mit der 




1) G. Hauck, über iineigentUche l^ojeMiOi 
18-, r. Bd. 1903), S. 34-39. 



•i (Sitz.-Ber. der Berliner math. 
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Vertikalebene P zu finden. Projiziert man in derselben Weise P', 
so entstellt der Punkt P. Ist also die Gerade r gegeben, so erhält 
■- für jeden Punkt P ^ (P', F") zwei Punkte P, F auf derselben 



Ordinate (Fig. 42). Si 




[gekehrt die beiden Punkte P, P beliebig 
auf derselben Ordinate gegeben und führt 
man diese Konstruktion in umgekehrter 
Weise aus, so kann man V, P" finden 
und damit F; man kann also aucb das 
Punktepaar P, P als Darstellung des 
Punktee F ansehen. Die so sich er- 
gebende Darstellung heißt die Methode 
der schiefen Projektion mittels 
zweier senkrecht aufeinander stehender 
Projektionsebenen ^). 

Ähnlich : Ist ein fester Punkt 
C ^ Iß', V") gegeben, und nimmt man nun einen beliebigen Punkt 
des Raumes P = (P', F'), so kann man sowohl den Spurpunkt in 
der Vertikalebene der Geraden GF, als auch den von GF' konstruieren; 
man erhält so zwei Punkte F und F, die auf derselben Ordinate 
liegen. Wählt man umgekekrt beliebig zwei derartige Punkte und 
fuhrt die Konstruktion in umgekehrter Reihenfolge aus, so erhält 
man P', F" und damit F. Damit hat man eine Methode der dar- 
stellenden Geometrie, die als zentrale Projektion mit Zuhilfe- 
nahme e'a G nnlebe e le e'chnet w d'^ 

Zur l nK I e n Da nn m h J if die Gnindauf- 

guben der me d a an ndea 



b c d, die za je 
fi den die alle vier 



29. Aufftabe Gefjeben de ( ei i lei 
zweien siel sehne le ene f nfte ) eiade z 
schneidet. 

I. Lo ng Ma j oj z e on nd ? al \ hsen einen be- 

liebigen P nkt M von f d e C e le 7 b zu,,! ch als J/j und JM^; 

sofern ilfj und ]\U zusammenfielen, so wurde durch diesen Punkt 
auch die Schnittlinie jenei beiden projizierenden Ebenen gehen, und 
daher wäre jener Schnitt in der Tat die gesuchte Gerade. Durchläuft 
nun M die Gerade c, so beschieiben M^ und M^ auf d zwei projek- 
tivc Piinktreihen; m.m suchf deren Doppelpunkte X und l' auf ; durch 
jeden von ihnen geht eine dei Geraden, welche die Aufgabe lösen, 
die demnach vom zweiten Grade ist. — Um die bezügliche Zeichnung 
auszuführen, wählen wir beliebig drei Punkte M, N, F auf der Ge- 



1) Pesclika, Darslellende und prctjektive Geometrie, I. Bd., Wien 1 
Kap. IX. 

2) 0, a. W,, Kap. SVIII, 
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raden t und *.uchen eit e der Projektionen (z. B. die horizontale) der 
enteteliendea Punktepiaie M^M^, Ni_N^, i'^J^, die Doppelpunkte der 
dnrch liePiaieJ/^ If^ '^i^2t -^i'-^a' bestimmten Pro jektjvität seien 
X und I Dartiu hoden wir X" und Y" als Schnitt der zuge- 
hcrigen Oid mte mit d und um die Lösung zu vervollständigen, 
braicht man nur nich lurch X (oder Y) die Gerade x (oder y) zu 
z ehea die « und ' schneidet. Da alle angegebenen Konstruktionen 
nui L.cmbinat onen lei Fundamentalaufgaben sind, so können sie durch 
Zeichnung aui^gefuhit werden, jedoch ist die sich ergebende Lösung 
der Aufgabe langwierig; vorteilhafter ist jedoch folgende 

IL Lösung^). Die drei Geraden a, b, c bestimmen eine ßegel- 
schar, die einer Fläche «weiten Grades ^ angehört; diese wird von 
der Geraden d in zwei Punkten X, Y geschnitten und durch jeden 
von ihnen geht eine der Geraden x, y, da ja die Ebenen Xa, Xb, Xe 
alle durch eine Gerade gehen; dasselbe gilt von den Ebenen 1«, Yb, Yc; 
es kommt also nur auf die Auffindung der Punkte X, Y au. 

Zu diesem Zwecke denken wir uns durch die Gerade d zwei be- 
liebige Ebenen a und x gelegt; auf diesen bestimmen die Geraden 
a, b, c zwei Dreiecke, LMN, FQR, während die Fläche JF von 
ihnen in zwei Kegelschnitten f und z/ geschnitten wird, der erstere 
ist dem Dreiecke LMN, der letzere dem PQH umsehrieben und 
beide gehen durch die gesuchten Punkte XY. Wir beachten nun, 
daß die beiden Kegelschnitte F und z/ Träger projektivischer Pimkt- 
reiben sind, wenn man zwei Punkte als entsprechend ansieht, welche 
auf derselben Erzeugenden von ff liegen; sie bestimmen daher eine 
Projektivität zwischen den beiden Ebenen 0, t derart, daß den Punkten 
L, M, N bzw. die Punkte P, Q, 7? entsprechen, und die Gerade d sich 
seihst. Nun entspricht in dieser Projektivität 

dem Punkte MN, d = J^ der Punkt QU, d^Ä,, 
„ NL, dE^S, „ „ ltP,d = B„ 
„ LH, d = C, „ „ FQ, d^C^; 

daher sind X, Y nichts anderes als die Doppelpunkte der durch die 
Punktepaare A^Ä^, B^B^, C^C^ auf d bestimmten Projektivität, und 
die Aufgabe ist, wie bei der ersten Lösung, zurückgeführt auf die 
Aufsuchung der Doppelpunkte zweier projektiver Punktreihen. 

Bei dieser Lösung waren die beiden Ebenen o, ^ hehebig, wählt 
man diese in geeigneter Weise, so kann man sie noch vereinfachen. 
Die beste Wahl entspricht der Annahme, daß CT und t die beiden 

1) Der Grundgedanke derselben wnrde angegeben von Timerding (Über 
eitle Aufgabe der darstellenden Geometrie; Zeitschr. f. Math. u. Phjs. XLVI, 
1901); die LöBung selbst rührt her vom Verf. {Le quadrisecanti dt una quaterfta 
di rette; Periodico di Matematiea per l'insegn. secondario B. XV 11, 1902). 
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Ebenen sind, die die Gerade d auf die horizontale und vertikale 
Projektionsebene projizieren. Alsdann fällt (s. Fig. 43) die Horizon- 




talspur s^ von C mit d zusammen, und t^ die Vertikalspur von t 
mit d" und dann ist offenbar 

L' = a'd', M' EH h'd', N' ^ c'd', 

P" EEE a"d", Q" = h"d", n" = c"d"; 
ferner sind 

i"j jlf",^" die Schnittpunkte von a",fe",c"mit den Ordinaten von L'jJIT,^', 
I", Q', ^' „ „ „ a',b',c „ „ „ „T",Q",K'. 

Die Seiten des Dreiecks F'^R' werden von d' in A^', B/, C^' 
geschnitten, dagegen die des Dreiecks L"Q"N" von ä" in Ä^", B^", 
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Cg". Man bestimme nun auf d' A^, B/, Cj'. Alsdami sind X', Y' 
die Doppelpunkte der auf der Geraden d' durch die Punktepaare 

Ai'A^', B^B^', O^C; 
bestimmten Projektivität. Die entsprechenden Ordinaten liefern dann 
auf d" die Punkte X", T'. 

Nachdem mau so die Punkte X, Y gefunden bat, kann man sieh 
die gesuchten Geraden konstruieren, wie es in Nr. 25 angegeben ist, 
indem man berücksichtigt, daß beide a und h treffen müssen, uad 
daß die eine durch X, die andere durch Y geht. Der Leser beachte 
auch die vielfachen Bestätigungen, die die entworfene Figur dar- 
bietet. 

Achtes Kapitel. 
Geraden und Ebenen, die zueinander senkrecht stehen. 

30. Die Metboden, solche Aufgaben der darstellenden Geometrie 
zu lösen, in denen zueinander senkrecht stehende Geraden und Ebenen 
vorkommen, gründen sich auf einen schon (in Nr. 2) aufgestellten 
Satz, dem wir nunmehr folgende Passung geben wollen: 

Satz 1: Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß 
zwei Geraden anfeinander senkrecht stellen, ist die, daß die Ortho- 
gonalprojektionen anf eine zu der einen von iline« parallele Ehene 
aufeinander senlirecht stehen. 

Daraus können wir sofort eine wichtige Folgerung ziehen: Be- 
trachten wir nämlich eine Gerade g^(ß',g") und eine Ebene t ^ [^i, ^J; 
ist ff senkrecht zu t, so ist sie es im Speziellen auch zu ij und f^. 
Da nun die Ebene Hj durch t^ geht, so projizieren sich die beiden 
Geraden i? und t^ oi-thogonal auf ä^ als zwei zueinander senkrechte 
Geraden, indem nämlich f/ sich als g', t^ sich in sich selbst projiziert. 
Ähnlich zeigt man, daß g" senkrecht zu t^ ist. Umgekehrt, wenn g' 
senkrecht zu t^ und g" senkrecht zu fj, so ist g sowohl senkrecht zu 
t^ als auch zu t^ und damit auch zu der durch diese beiden Geraden 
bestimmten Ebene t. Daher haben wir folgenden 

Satz II: Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, 
daß eine Ebene t senkreclit zu einer Geraden, ist, daß die Spuren 
von T mit zwei zueinander senkrechten Ebenen senkrecht zu den 
Orthogonalprojektionen der Geraden anf jene beiden Ebenen seien. 

Da die Horizontal- und Vertikalspur einer Ebene parallel zu den 
Hauptlinien der Ebene (s. Nr. 16) laufen, so können wir dem obigen 
Satze folgende allgemeinere Fassung geben: 

Satz 11': Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, 
daß eine Gerade auf einer Ebene t senkrecht steht, ist die, daß 

Lotia-Schatte, DBraWUHode Geomelrie. i 
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ihre Horizontal- und Verlikalprojektittii senkrecht zu den Horizontal- 
und Vertikalprojektionen zweier Hanptlinien seien, einer horizontalen 
nnd einer vertikalen. 

Seien ü = [Sj, sj und t s [^, ^] zwei zueinander senkreclite 
Ebenen, von denea j auch zu n^ senkrecht ist. Ziehen wir dureh 
den Punkt s^ij die zu a senkrechte Gerade x, so wird sie in t ent- 
halten und zu Sj senkrecht sein; es ist daher -^ a; Sj = -^- , und daher 
(nach Satz I) <^ a^'s, = — . Aber cc' ^ i,, also: 

Satz III: Sind die zwei Ebenen a = [stSi\ und t = [d/a] zu- 
einander senkrecht und die erste auf m (oder tts) senkrecht, so ist 
■^ siti {oder <C ssU) ein rechter Winkel. 

Beachten wir auch noch eine unmittelbare Folgerung aus den 
eben dargelegten Sätzen. Es sei t ^ [i^, ^] eine beliebige Ebene; 
diejenigen (Seraden in ihr, die senkrecht zu t^ laufen, haben die Eigen- 
schaft, mit der Ebene ä, die größten bzw. kleinsten Winkel zu bilden. 
Daher heißen sie auch die Geraden größter bzw. kleinster Nei- 
gung gegen die Horizontalebene oder gewöhnlich die Pallinien 
der Ebene t. Ist nun m eine solche Linie, so wird, da m senkrecht 
zu (j ist, ebenfalls m' senkrecht dazu sein. Auch m' ist eine beliebige 
zu fj senkrechte Gerade; man kann daraus m" ableiten (vgl. Nr. 17). 
Ähnlich kann man auch die Fallinien der Ebene t gegen die verti- 
kale Projektionsebene % betrachten; ist n eine solche, so ist auch n" 
senkrecht zu t^. Es mag bemerkt werden, daß man die S'allinien 
auch finden kann, wenn die betrachtete Ebene durch zwei sieb schnei- 
dende Geraden bestimmt ist. Man kann nämlich in diesem Falle nach 
Nr. 16, II die Projektionen der horizontalen Hauptlinien Qi) und der 
vertikalen (Ä) finden; da nun die Geraden h' parallel zu ^, die k" 
parallel zu t^ sind, so folgt, daß die Geraden m' senkrecht zu h', die 
n" senkrecht zu den k" sein müssen. 

Eine Khene ist bestimmt, wenn eine ihrer Pallinien ws = (m',m") 

gegen die horizontale (oder vertikale) Projektionsebene gegeben ist.. 
Sind nämlich Mj und M^ die Spurpunkte von m, so ist die erste 
Spurlinie s, der gesuchten Ebene die dureh Jfj zu m' gezogene Senk- 
rechte, die zweite Spur ist die Verbindungslinie von M^ mit dem 
Punkte, in welchem s, die Achse schneidet. 

31. Die folgenden fünf Aufgaben können für das hier zu behan- 
delnde Gebiet als Fundamentalaufgaben gelten (vgl. Nr. 21, zweite 
Fußnote). 

I. Von einem Pnnkte anf eine Ebene das Lot zn fiillen. 

Auflösung: Ist der Punkt durch seine Projektionen P', P" und 
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die Ebene durch ihre Spuren s^, s^ gegeben (Fig. 44), so werden die 
Ton P' und P" auf s^ nnd Sj gefällten Lote die Projektionen «' und 
n" der gesuchten Geraden sein. Ist dagegen die 
Ebene durch zwei ihrer Geraden gegeben, so suche 
man zuerst (Nr. 16, 11) die Projektionen zweier Haupt- 
linien, einer horizontalen h und einer vertikalen h; 
die von P' bzw. P" auf h' bzw. Ä;" gefällten Lote 
sind die Projektionen der gesuchten Geraden. 

Die angegebene Lösung bedarf keiner Änderung, _ 
wenn der Punkt /' axd der gegebenen Ebene liegt. 
Wenn man in dem allgemeinen Falle noch den 
Schnitt N der Geraden mit der Ebene (nach Nr. 24) 
bestimmt, so erhält man den Fußpunkt des von 
dem gegebenen Punkte auf die Ebene ge- 
fällten Lotes; wir sind also in den Stand gesetzt, 
eine beliebige Figiir auf irgend eine Ebene des Raumes senkrecht zu 
projizieren. 

Anmerkung. Die Punkte P* und A" liegen auf derselben Senk- 
rechten zur horizontalen Spnrlinie s, der Ebene t. Sind daher außer 
der Ebene t die beiden Punkte N' und P' beliebig auf einer zu s, 
senkrechten Geraden gegeben^ so Itann man iV" und damit P" auf- 
findeu, wodurch der Punkt P bestimmt ist. Hieraus ergibt sich, daß 
man das Punktepaar P', N' als Darstellung des Punktes P ansehen 
kann. Daraus entsteht dann eine neue Darstellungsmethode für die 
Punkte des Raumes, welche als Orthographische Parallelperspektive 
bezeichnet wird'). 

Zur Übun^: I. Die Aufgahe I zu lösen für den l'all, daß < 
Ebene durah die Achse geht (mit Hilfe der Seitenriß ebene"). II 
eines durch seine Ecken gegebenen Tetraeders zu konatrui 

IL Durch einen Pnnkt eine Ebene zu 
legen, die senkrecht zu einer gegebenen 
Geraden ist. 

Auflösung: Es sei (Fig. 45) r^(r',r") 
die gegebene Gerade, P = (P', P") der ge- , 
gebene Punkt. Die Spuren der gesuchten 
Ebene müssen bzw. senkrecht sein zu r 
und r". Demnach werden die durch P' senk- 
recht zu r' gezogene Gerade h' und die 
durch P" zur Achse parallele h" die Pro- 
jektionen der durch P gehenden horizon- 
talen Hauptlinie der gesuchten Ebene sein. Wir bestimmen nun deren 
vertikalen Spurpuukt JI^, durch ihn muß die vertikale Spur Sg jener 

1) Peechka, o. a, W., Kap. X. 
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Ebene geben, somit ist s^ das von S^ auf )■" gefällte Lot. Sehneidet 
nun Sj die Achse in S^^, so liefert das yon S^^ auf r' gefällte Lot 
die Spur Sj. 

Die angegebene Lösung bedarf keiner Änderung für den Fall, 
daß P auf der Geraden g liegt. Wenn man in dem allgemeinen 
Falle den Schnitt von ff mit der gefundenen Ebene bestimmt (Nr. 24), 
so hat man i\eü Fußpnnkt des von eiuem Punkte auf eine gegebene 
Gerade geföUten Lotes. 

Zur Übnnt;: I. Die vorige Aufgabe zu lösen (mit Hilfe der Seitenrißeliene), 
wenn die gegebene Gerade senkrecht zur Achee ist. II. In einem Punkte einer 
Geraden diejenige Senkrechte zu errichten, die eine andere Gerade trifft. III. Den 
Mittelpunkt der umbeEchriebeDen Kugel für ein Tetraeder zu finden, das durch 
Beine Ecken t 



in. Von einem gegebenen Funkte auf eine Gerade das Lot zu 
iallen. 

Auflösung: Es seien F = (F', F") und (j = (jj', g") die gegebenen 

Elemente. Legen wir durch P die zu g senkrechte Ebene n und 

bestimmen den Sehnittpunbt N^ng, so ist FN das gesuchte Lot. 

Da nun tt senkrecht zu g ist, so haben ihre 

Ipy' horizontalen Hauptlinien ihre erste Projektion 

y\ ^^^" senkrecht zu g', und ihre vertikalen Haupt- 

^^^"' imjen hiben ihre zweite Projektion senkrecht 

J'>'^" \ ' Ä zu fl (E lg 4b) Daher sind 1 die von F 

y I \ auf q gefillte Smkiechte und die durch F 

I i\ zur Achse gezogene Paiallele Piojektionen der 

"■"V..^^/ 1 , durch F gehenden hoiizontalen Haupthmc A 

J'~~~..,,ir.Jr'-^ von n 2 die durch F zur Achse gezogene 

Z---"^^^ h __ FaraUtle und das von P anf q gef lUte Lot 

/ ff^^"^ "^'^ Projektionen der durch F gehenden ver 

Fig. 4(i. tikalen Hauptlmie Ä ^ on tt Sind diese Limen 

gezogen, so i&t TT durch /( nud / bestimmt 

Sucht man nun l^naoh Nr 24a) deren bihmtt ~H mit q so ist PiV" 

das gesuchte Lot x Man beachte daß man damit ■iuch den I ußpunkt 

des Lote% hat 

Zui Dinner: I. Den Hohenpunkt und den Mittelpunkt des Umkreises bu 
finden für ein Dreieck das durch aeine Ecken bestimmt ist II. fregehen die 
beiden Projektionen einer Geraden j die eines Punktes P auf ihr und endlich 
m der Horizontalebene eine l^erade p du durch P geht man soll duii.h P* 
eine Gerade %• ziehen derart daß p und i die Projektionen einer 7U g senk 
rechten Tieraden werden 

IV. Dureh eiue Gerade du zu einei i^egebeiieii tbeiie senkiethte 
Ebene zu legen. 

Auflösung: Von einem beliebigen Punkte der Geraden fälle 
mau das Lot auf die gegebene Ebene; dies bestimmt zugleich mit 
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der gegebenen Geraden die gesuciite Ebene. Ihre ScbnittÜnie mit 
der gegebenen Ebene gibt die senkrechte Projektion der 
Gerade auf diese. 

Spezialfall. Ist (Fig. 47) die ge- 
gebene Gerade g senkrecht zur Hori- 
zontalebene und ö ^ [siSg] die gegebene 
Ebene, so wird die gesuchte Ebene [a\,a:g] 
vertikal sein; ihre erste Spurlinie wird 
(nach Nr. 30, Satz III) durch den Punkt 
P'^^' gehen und zu abnormal sein; damit 
ist Xy beatimmt; x^ wird die im Punkte 
'K^^^x^a^^ zu «j2 senkrechte Gerade sein. ^'^- '" 

33. Y. Für zwei wiiiilscliiefe Geraden das gemeinsamF Lof zu 
konstruieren (Fig. 48). 

Auflösung: Es seien g^{g',g"') und l = (l\l") die gegebenen 
Geraden. Durch einen beliebigen Punkt P von g ziehen wir die 
Parallele zu l, nämlich l^ Da 
das gfeisuchte Lot t sowohl 
senkrecht zu g aK auch /u / 
sein muß, so wird ts dies auch 
7u 7 und i^ sein demnach 
wild es parallel laufen zu dei 
m F auf der Ebene g\ er- 
richteten Senkrechten u. Wir 
bestimmen nun die Ebene der 
beiden Geraden g, u und suchen 
deren Schnittpunkt L mit der 
Geraden Z; die durch L zur 
Geraden « gezogene Parallele 
X liegt in der genannten Ebene 
gu, trifft daher auch die Ge- 
rade y in einem Punkte G. Sie 
erfüllt somit die Bedingungen 
der Aufgabe. Die angegebene ^.j^ jg 

Konstruktion ist nun in der 

Zeiclinung vollständig ausführbar. Die Punkte P', P" braucht man 
auf g' und g" nur so zu wählen, daß sie auf derselben Ordinate 
liegen; die durch sie bzw. zu V und l" gezogenen Parallelen sind die 
Projektionen von \. Nun bestimmen wir von der Ebene g\ eine 
horizontale HauptKnie h und eine vertikale Ä-; die von P', P" auf Ä' 
bzw. h" gefällten Lote sind u bzw. u". Jetzt suchen wir (nach 
Nr. 24a) den Punkt L, in welchem l die Ebene gu trifft. Die durch 
L'L" bzw. zu ii'u" gezogenen ParaUelen sind die Projettionen x, x" 
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des gesuchten Lotes. Ale Kontrolle beachte man. daß die Punkte 
g'x', g"x" auf derselben Ordinate liegen müssen. 

Spezialfälle. Die angegebene Konstrnktion vereinfacht sich, 
wenn die gegebenen Geraden besondere Lagen ]n bezug auf die Pro- 
jektionsebene haben. Besondere Erwähnung veidienen folgende Fälle. 

I. Wenn die Geraden (j, l parallel zur Horizontalebene sind, pro- 
jiziert sich das gesuchte Lot horizontal in den Punkt '/'/' und Ter- 
tikal in die von diesem Punkte auf die Achse gelallte Senkrechte. 

IL Ist eine der Geraden, z, B. g, senkiecht zui Horizontal ebene, 
so ist die gesuchte Gerade, die ja senkrecht 7U '; aem muß, parallel 
zu dieser Ebene. Ix ist also ein rechter Winkel mit tiuem horizon- 
talen Scbenkpl folglich ist auch ? x ein Rechter Wenn man also 
vom Punkte 9 auf l das Lot f lUt, so bekommt man r und die 
durch den Punkt L ^\ j. gehende Ordinate trifft Z lu Z die durch 
J zur ich'ie gezogene Parallele ist dinn x 

7ur I biinic I Mit Ililte dei obigen Bemerk in^ ui d tn t Benut/ung der 
SeitenrißeHene das gemPiniami, Lct luf zwei &erade zu kottstnuerec von denen 
eine zur Achse parallel lauft II Wie lißt sich, iie ohige Aufgabe loaen wenn 
wenigetenB eine der leiden Creraden BLukrecht zur Achse wt' 

33 Pie zu Anfang dieses Kapitels aufgestellten bitze fuhren 
auch zm Losung weiterei Aufgaben, die wegen der Melfichtn An- 
wendungen deien sie fabig nind, gioße Bedeutung haben^J 

\i.. Zwei sich sclineidende Gerailen r, s sind durch ihre Pro- 
jektionen gegeben, man soll die Halbiernngslinien der von ihnen 
gebildeteu Winkel konstruieren. 

Auflösung: Die gesuchten Geraden sind zueinander senkrecht 
und harmonisch zugeordnet in bezug auf die beiden Geraden r, s. Sie 
sind also die gemeinsamen Strahlen der Involution I, die *" und s 
als Doppelstrahlen hat^ und der zirkulären Strahlen-Involution C, die 
den Punkt A^rs als Mittelpunkt und als Ebene a = rs hat. Nun 
hat a als Affinitätsacbse die Verbindungslinie der Punkte It^ ^ r'r" 
und Sq^s's", und die beiden Projektionen eines beliebigen Strahles 
des Büschels (Aa) sind zwei Geraden, die durch A' und A" geben 
und sich auf jener Achse schneiden. In diesem Büschel gibt es einen 
Strahl m (Fig. 49), der parallel zur Horizontalebene läuft; seine zweite 
Projektion ist der durch A" zur Achse parallel gezogene Strahl m"; 
daraus ergibt sieh leicht mit Hilfe der schon gezeichneten Affinitäts- 
achse m'. Ferner gibt es in jenem Büschel einen Strahl n, der senk- 
recht zu m ist; da nun der rechte Winkel mn den einen Schenkel 

1) M. 3, den Aofflatz des Verf. BeUe bisettrict e piaiil hisetlori (Period. di 
matem. par l'inaegn. aecond., 3, Reihe, IL Band 1904—05, S. 41. 
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horizontal bat, so ist (vgl. Nr. 30) seine Horizontalprojektion eben- 
falls ein Rechter; n ist also die zu m in Ä errichtete Senkrechte, 
woraus sich dann li' sogleich ergibt. In genau derselben Weise kon- 
struiere man die Projektionen des rechten Winkels jtg des Büschels 
(J.a), dessen einer Schenkel f parallel zur Vertikalebene läuft. Nud 




projiziert sich die zirkalare Involution C offenbar in die (elliptische) 
C', die durch die Paare inn, p'^ bestimmt ist, während die (hyper- 
bolische) Involution I sich in die hyperbolische 1' projiziert, die r' 
und s als Doppelstrahlen hat. Die den beiden Involutionen V und 
C gemeinsamen Strahlen x', y' sind die Projektionen der gesuchten 
Halbierungslinien x, y\ hieraus ergeben sich x", y" und die Aufgabe 
ist gelöst. ■ — ■ Beachtenswert ist, daß man für die LÖsimg die Achse 
selbst nicht nötig hat, weshalb sie auch in Fig, 49 ausgelassen wurde. 
■— Es erübrigt noch einiges zu sagen über den Fall, daß eine der 
beiden Geraden (*■) senkrecht zur Achse liegt. Sie sei dann durch 
die Punkte A s {A', A"), B = (B', B") bestimmt, wobei angenommen 
ist, daß A', A", S, B" auf derselben Ordinate liegen, s soll durch 
seine Projektionen s', s" bestimmt sein, jedoch so, daß s' durch A', 
also s" durch A" geht. Der Punkt S^ ^ s's", verbunden mit dem 
Punkte B^, in weichem r die zweite Halb ierunga ebene trifft (vgl, 
Nr. 12), liefert dann die Affiuitätsachse der Ebene rs\ ist die Kon- 
struktion bis zu diesem Punkte gediehen, so kann man fortfahren wie 
im allgemeinen Falle. Für den Fall, daß die beiden gegebenen Ge- 
raden in derselben zur Achse senkrechten Ebene liegen, wird man am 
besten tun, eine Seitenriß ebene zu Hilfe zu nehmen, und zwar kann 
man als solche die Ebene rs selbst wählen. 
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Anmerkung: In ganz analoger Weise kann man folgende Auf- 
gabe lösen, von der die vorhergehende nur ein ganz spezieller Fall 
ist: Von einem Kegelschnitt r, der durch seine Ebene t=[(i, ts] 
nnd die erste (oder zweite) Projektion von 5 seiner Punkte gegeben 
ist, die Achsen zu bestimmen. 

Da die Projektion des Mittelpunktee Yon f die Mittelpunkte von 
r', r" sind, so kann man sie durch zweimalige Anwendung eines aus der 
projektiven Geometrie bekannten Verfahrens bestimmen. Ferner sind die 
gesuchten Achsen die den zwei Involutionen gemeinsamen Strahlen, d. h. 
1. der Involution I, die von den konjugierten Durchmessern von rgebildet 
wird, 2. der zirkulären Involution C, die ihr Zentrum im Mittelpunkte 
von F hat. Da nun die Horizontalprojektion von I nämlich 1', die 
Involution der konjugierten Durchmesser von F' ist, so kann man 
sie durch ein bekanntes Verfahren konstruieren, während um C zu 
konstruieren das oben dargelegte Verfahren dienen kann. Die I ' 
und C m n am tr h n md n P k oneu der ge- 

u A dnmd nhb ten kann. 

/ Lb i; E k ur P ner Ecken ge.- 

g b M k nki fi 

34 TU ( i i E nn(j=[ ] =[ &]: mau le- 
stimme die HallHeningsebenen der von ilinen gebildeten ilächemvinkel. 
(Fig. 50). 

Auflösung: Die gesuchten Ebenen und die gemeinsamen Ele- 
mente von zwei Involutionen in dem Ebenenbüschel, welches die 

Gerade a ^ öt zur 
Achse hat, nämlich 
1. von der entsprechen- 
den zirkulären Invo- 
lution C, 2. der Invo- 
lution I, die (T und t 
als Doppelehenen hat. 
Nun wird die zweite 
Involution von den 
Projektionsebenen in 
den beiden Involutio- 
nen ij^ und Ij 
ten, die 

Sj, 4 als Doppelstrah- 
len haben, während C 
von ihnen iu den bei- 
j.j^ 5(, den elliptischen Invo- 

lutionen C^ und Q ge- 
schnitten wird, die wir nunmehr charakterisieren wollen. Wir be- 
stimmen die Spurpunkte T^ and T^ sowie die Projektionen a! und ä' 




, t bz^ 
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der (xeraden ctt. Betrachten wir jetzt die Ebene fi = [«ij, m^] die a 
anf die Horizontalebene projiziert, so fällt m^ mit a zuBammen, wäh- 
rend m^, nach Nr. 30 Satz III, senkrecht zur Achse läuft. Betrachten 
wir ferner die Ebene v ^ [n,, n^], die durch a senkrecht zu )i geht, 
80 ist Hj die m T, zu m^ errichtete Senkrechte, woraus sich % ergibt. 
Nun ist jH^üj ein Paar der Involution Cj, dagegen m^m^ von C^. 
Ein zweites Paar von Q erhalt maji nun durch Betrachtung dör 
Ebene, die a auf die Vertikalebene projiziert und der durch a dazu 
senkrecht gehenden Ebene. Jetzt suchen wir die der Involution Cj 
(die durch die Paare m^Mi, p^q^ bestimmt ist) und der Ij (die s^, t^ 
als Doppelati-ahleii hat) gemeineamen Strahlen auf; sie werden die 
ersten Spurlinien a^j, j/j der gesuchten Ebenen sein, woraus sich dann 
die zweiten Spuren leicht ergehen. In dem Falle, daß eine der beiden 
gegebenen Ebenen durch die Achse geht, ist, nachdem die Schnitt- 
linie fvgh Nr. 22 a) gefunden worden der übrige Teil der obigen 
Lesung im Tve enth hei noch ai wen Ibar Wem je 1 eh beide Ebenen 
durch d e Achse gel en i t es ratsan zur Losung 1 e &e tennßebcne 
heibe zuz ehen 

im Lbiiiig I Ln Tetrd,e<ier sei durch die Projekt unen ge ner Ecken 
! e t mmt man 8 he i e M ttelpunkte der Kugeln velehe alle v er "^e teu 
Ha hen bet hre II Zu bewe en 1 Wenn e e Oera le m t z ve anderen 

s d e als litch 1 uaellen Punkt O ^ehenl a ^ non men werle k nnen 
nter ii cl gle che W kel b Idet ao 8t b e par'illel zu e nem blrahle e nes der 
be den B s hei die O als gerne naamea Zentrum und al Ebene 1 e dur h O 
aenkrecht zu den Halbierungsl n en des TV nkela rt, gelegten E! enea hal en 
Z ^\enn e ne Ebere n t zwei anderen p a e nander gle he V. nkel 1 llet ao 
st s 6 i a allel zu e ne Elemente e ne« der 1 e den Bu& hei d e als Achse d e 
lurch e en 1 eliel gen P nkt der i era len p o u den Hall erungaebenea 1er 
Fhchenw nkel gelegten benkrechten haben — III I urch einen gegebenen 
t inkt e ne l erade z z ehen lie mit drei andeten C eraden gleiche Winkel 
l 1 let oder e ne Fl ene zu legen d e mit drei gegebenen E! enen gle che Flachen 
V, nkel 1 1 let \T e ele L ™ ^.en hal n 1 eae be len lufgil en 



Neuntes Kapitel. 

Umlegungen und ihre Anwendung bei der Lösnng metriseher Aufgaben. 

36. Nachdem wir das Verfahren angegeben haben, die Probleme 
der reinen Geometrie der Lage zu lösen, sowie solche, bei denen die 
Bedingung des Senkrechtstehens auftritt, erübrigt noch, uns mit jenen 
Problemen zu befassen, bei denen unter den gegebenen oder gesuchten 

1) Die Aufgabe hat wenigatens 8 Lösungen. Eine Diskusaion, die die Sache 
in eleganter Weise erschöpft, findet sich in Catalan, Tratte ümit. de geaiii. 
deseriptke, I. Partie (Paria 1851) S. 63. ff. 
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Stücfeen Sti-Bckea oder Winkel auftreten, d. h. mit den Problemen der 
metrischen Geometrie. Der Kunstgriff zu dem man im allgemeinen 
seine Zuflucht nimmt, um diese zu lösen, besteht darin, daß man in 
geeigneter Weise die Lage, die die gegebeneu Stücke der Aufgabe 
in bezug anf die Projektionsebene haben, verändert. Die einfachste 
und wohl die fruchtbarste Art, in welcher sich dieser Kunstgriff 
darbietet, besteht darin, daß man die betreffenden Ebenen um ihre 
horizontale (vertikale) Spurlinie eich drehen läßt, bis sie mit der 
der HorizontaI-(Vertikal-)Bbene zusammenfallen. 

Diese Operation nennt man Umlegung (oder Umklappung). Die 
entgegengesetzte Operation, die dann besteht, daß man die betreffenden 
Ebenen wieder in ihre ursprungliche Lage bringt, wollen wir Wieder- 
aufrichteu (Zurückklappen) nennen. Wir wollen nun die Umlegungen 
einer Figur % die die Projektionen 'S' und JF" hat, mit (3^), oder 
(5)*, (fF)i . . . bezeichnen. 

Es sei nun T = (ii,(j) eine Ebene, die weder parallel noch 
senkrecht zu einer der Projektionsebenen ist, no(,h auch durch 
die Achse geht, P' und "P die Projektionen emes behebigen 
Punktes P von t auf tTj und n^. Bei der Drehung von t um ihre 
horizontale Spur fj besehreibt der Punkt P eineii Kiei&bogen, 
der in der durch P senkrecht zu t^ gelegten Ebene liegt, und dessen 
Mittelpunkt der Schnitt H dieser Ebene mit i^, und dessen Radius 
der Abstand FM ist. Zufolge eines bekannten Satzes ist nun H der 
Fußpunkt des von P' auf t^ gefällten Lotes, andereiseits ibt der Ab- 
stand FS die Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreieck«, das die 
Strecken ~F'H und FF' ^ '''FF^^ = F" F^^ als Katheten hat, das ist 
den Abstand der Horizontalprojektion des betrachteten Punktes von 
der ersten Spur der sich drehenden Ebene und den Abstand der 
Vertikalprojektion des betrachteten Punktes von der Achse. Infolge- 
dessen wird nach vollzogener Drehung der Punkt P auf die Gerade 
HF' fallen in einer Entfernung von H, die gleich ist der Strecke 
HF, und zwar nach der einen oder der 
anderen Seite, je nachdem die Rotations- 
bewegung in dem einen oder i 
gesetzten Sinne ausgefübrt ' 

Diese Bemerkungen gestatten uns nun 
leicht die Umlegung eines beliebigen 
Punktes der Ebene t in der Hori- 
zontalebene zu finden, wenn man eine 
der beiden Projektionen kennt (Fig. öl). 
Man bestimme zuerst (nach Nr. 17) die 
andere Projektion, Dann fälle man von 
P' das Lot F'H auf t^ und nehme auf der 
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durch P' zu t^ gezogenen Parallelea die Strecke P'K= P'Pis- 
Dann beschreiben wir mit HK um H einen Kreis; dieser sehneidet 
die Gerade KP' in den Punkten (P) und (P)*, die beide die Um- 
j des Punktes P aind. 

Um die Umletvung einer Geraden g einer Ebene t zu 
finden, verbindet man die Ümlegnng zweier beliebiger Punkte von (f. 
Die Konstruktion laßt sich vereinfachen, wenn man die Punkte zweck- 
mäßig wählt. Da mm der erste Spurpunkt T^ von g ein Punkt der 
Drehungsachse ist und als solcher unverändert bleibt, so geht sowohl 
die Umlegung von t/ als auch von (/' durch Tj. Die Umlegung von 
<l ist also die Gerade (ß), die den Schnittpunkt g't^ mit der Umlegung 
irgend eines auderen Punktes P von g verbindet (s. vorige Figur). 
Aus dem Gesagten ergibt sich, wie man die Umlegung einer be- 
liebigen Figur JF der Ebene T = p|, t^], die durch eine ihrer Pro- 
jektionen gegeben ist, in eine der Projektionsebenen finden kann. 
In dem bislang ausgeschlossenen Falle, daß t senkrecht etwa zur 
Horizontalehene steht, müßte fF durch seine Vertikalprojektion ge- 
gegeben sein (s. !Nr. 17). P fällt dann auf t^, ebenso IT, daher ist 
die Strecke PS= PF' =P"Pi3; die angegebene Konstruktion ver- 
einfacht sieh dann ohne ihre Natur zu ändern. Was die Umlegung 
einer Geraden angelit, so findet man diese am besten, wenn man T-^ 
mit (Tg), der Umlegung von T^ verbindet. — In dem Falle, daß j 
durch die Achse geht, ist die Umlegimg eines Punktes P={P',P") 
ein Punkt (P) der entsprechenden Ordinate, und es ist Pj3(P) die 
Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks mit den Katheten P'Pia 
und P"Pig. — In dem Falte schließlich, daß t parallel zu tt^ is^ 
wird die Umdrehuugsachse unendlich fern, und die Umlegung auf tt^ 
geht in eine Parallel Verschiebung senkrecht zu tt^ über; die Umlegung 
fällt mit der entsprechenden Horizontalprojektion zusammen, 

36. Wir nehmen wieder den Fall auf, daß die Ebene t weder 
senkrecht noch parallel zu tt, sei; dann besteht zwischen (fF) und SF' 
eine bemerkenswerte geometrische Beziehung. Zwei entsprechende 
Punkte (P) und P' liegen auf derselben Senkrechten zur Spurlinie t^ 
der umgelegten Ebene, und zwei entsprechende Geraden (g) und g' 
schneiden sich auf dieser. Folglich sind (JF) und JT Perspektive Fi- 
guren, indem t^ Achse, und der in senkrechter Richtung zu i!^ un- 
endlich fem liegende Punkt Zenti-um der Perspekfcivität ist; letztere 
ist also eine zu t^ senkrechte Affinität. Um sie festzulegen, muß 
man irgend ein Paar entsprechender Punkte kennen (das man nach 
dem obigen direkt konstruieren kann) oder das Affinitätsverhältnis ; 
dies wird gegeben durch den absoluten Wei-t des Verhältnisses 

^'■" _ ^''-ff _ cos PUP-^ cos (t, Tt,), 
(Fi?/ l'H ■ ' 
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WO (t, tTj) einer der von den Ebenen t und tt gebildeten Winkel ist. 
Diese Beziehung kann man auch mit Berücksichtigung des Vorzeichens 
gelten lassen, indem man festlegt, daß, wenn (t, tTj) den spitzen 
Winkel der beiden Ebenen bedeutet, man als Umlegung des Punktes 
P denjenigen der beiden Punkte (P), (P)* wählt, der in bezug auf 
ti auf derselben Seite liegt wie P': wenn man also für das Symbol 
(t, tTj) die obige Bedeutung beibehält, so kann man die folgenden 
Beziehungen, die auch in bezug auf die Vorzeichen gültig bleiben, 
aufstellen : 

P'B ,. , l''H , . 

-.■-.. ^ cos T, TT, : -_-:;:.:;_ =— COs/t, TT,). 

Diese Beziehungen können offenbar auch dann aufrecht erhalten 
bleiben, wenn t senkrecht zu -n^ steht, indem dann -^ (t, tt^) = -g-; als- 
dann hat man eine entartete Affinität. Im allgemeinen kann man 
jedoch aufstellen den folgenden 

Satz: Weuü mau eine zu einer Projektionsebene nicht pai-allele 
Ebene in diese nmlegt, so besteht zwischen der Vmleguni^ nnd der 
entsprechenden Projektion einer beliebigen Pignr eine orthogonale 
Ai'finität, deren Achse die Spnrlinie der nmgelegten Ebene ist nnd 
deren Afftnitätsverhältnis der Kosinus des Winkels ist, den die Ebene 
bei der Umlegong beschreibt. 

Die Wichtigkeit dieses Satzes ergibt sich, wenn man bedenkt, 
daß er jedes Problem der Umlegung und Wicderaufrichtung auf ein 
solches der Affinität zurückführt, 

Anmerkung: Bei der Umlegung einer Ebene t auf eiue der 
Projektionsebenen, z. B. tt^, kann es Torkommen, daß sie Punkte M 
mit sich führt, die außerhalb derselben liegen, aber unveränderlich 
mit ihr verbunden sind. Diese nehmen dann eine neue Lage an, die 
man folgendermaßen finden kann: Wir fällen von M das Lot MN 
auf T und bestimmen (s. Nr. 37) die Länge von MN; nun bestimmen 
wir die Umlegung (N) des Pußpunktes N, alsdann ist (N) die erste 
Projektion der neuen Lage (M) von M\ die zweite Projektion finden 
wir dann, indem wir beachten, daß seine horizontale Kote den abso- 
luten Wert MN hat. Wir fällen daher von (N) auf die Achse das 
Lot und tragen auf diesem vom Fußpunkte aus MN ab, nach der 
einen oder anderen Seite, je nach der Lage von M oder der Dreh- 
richtung von t; der Endpunkt liefert die zweite Projektion von (M). 

37. Wir gehen nun dazu über, einige Anwendungen der Um- 
legung auf metrische Probleme anzuführen. Zuvor sei jedoch be- 
merkt, daß diese auf dem Umstände beruhen, daß durch Umlegung 
die Länge einer Strecke, sowie die Größe eines Winkels un- 
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verändert bleibt. Unter diesen Problemen gehören zu den Funda- 
mentalaufgaben diejenigen, die die Bestimmung der Entfernung 
zweier Punkte, oder des Winkels zweier Geraden oder zweier Ebenen 
bezwecken. 

Aufgabe I. Die Entfernung zweier, dui'ch ihre Projektionen 
gegebener, Punkte zu bestimmen (Fig. 52). 

Auflösung. Ea seien A = {Ä',Ä"), B = iB\B") die beiden 
Punkte. Wir betrachten die Ebene t, welche 
die Gerade fi^AB auf tt^ projiziert; ihre 
Spurlinie t^ fällt mit t/^ = A' B' zusammen. 
Legen wir nun t in ttj um und suchen 
die Lagen {A) und {B) die die Punkte A 
und B dann annehmen, so ist (A)[S) gleich 
der gesuchten Entfernung. Um jene Punkte 
zu finden, errichten wir in A' und B' die 
Senkrechten zu t^ und müssen auf diesen 
Z'(Z) ^ ^~r, B-(W) = B^jT' abtragen, 
und zwar auf derselben Seite Ton #^ oder 
auf verschiedenen, je nachdem die Punkte fik. sa. 

A, B Koten von gleichem oder verschie- 
denem Vorzeichen haben. Zur Kontrolle der Zeichnung beachte 
man, daß die Gerade (Ä)(B), als Umlegung der Geraden g auf 
die Horizontalebene, durch den ersten Spurpunkt derselben gehen 
muß. — Unsere Konstruktion wird unbrauchbar, wenn die Gerade 
AB senkrecht zur Achse steht; da dann AB parallel zur Seitenriß- 
ebene, Bo ist: XB= A"'B"'; um die Aufgabe zu lösen, hat man also 
nur den Seitenriß zu konstruieren. 

Folgesatz: Zieht man (A)H parallel zu t^, so entsteht ein 
rechtwinkliges Dreieck, aus welchem mit Bücksicht auf die vorige 
Konstruktion sich ergibt: 




^yA'B''+ {B"B^—A"~A~y- 
In Worten: Die Entferunug zweier Punkte, deren Projektionen ge- 
geben sind, ist Hypotenuse eines Dreiecks, dessen Katheten die Ent- 
fernung der ersten (zweiten) Projektionen und der absolute Wert 
der Diflfereiiz zwischen ihren Horizontal- (Vertikal) -Koten sind. 
Daraus folgt (ohne Hilfe des Satzes I in Nr. 2), daß nur diejenigen 
Strecken sich in ihrer wahren Größe projizieren, die auf einer zur 
Bildebene parallelen Geraden liegen. 

Übungsaufgaben : I. Welchen Abstand haben uwei Punkte, die im Grundriß 
(oder Aufriß) zusammenfallen? — II. Man bestimme die kiirzeate Entfernung 
Bwiflolien zwei windsoMefen. Geraden, deren Projektionen man kennt (vgl. Wr. 32). 
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In gewissem Sinne die llmkehrung der vorigen ist die folgende 

Anf'sahe II. Gegeben die Projektionen g", g" einer Geraden 

g und die A, A" eines Punktes A anf ihr: die eines Punktes X anf 

ihr zu finden, so daß die Strecke 

AX die gegebene Länge l hat. 

(Fig. 53). 

Auflösung. Wir legen auch 
hier die Ebene, die g auf die Grund- 
rißebene projiziert in diese um, und 
zeichnen die TJmlegung (Ä) des 
Punktes A sowie den Spurpimkt 
1\ von g, dann ist die Gerade 
T^i-A.) ^ {g). Auf ihr tragen wir 
von {A) aus nach beiden Seiten die Strecke l ab, die so erhaltenea 
Punkte {X ), (X.)* sind die Umlegungen der beiden gesuchten Punkte. 
Fällen wir von ihnen die Lote auf g', so erhalten wir die ersten Pro- 
jektionen, und aus diesen leicht die zweiten dieser Punkte. 

38. Durch Umlegung lassen sich auch leicht die beiden folgen- 
den Fragen lösen. 

Aufgabe II!. Den Abstand zweier zueinander paralleler Geraden 
zu finden. 

Aufgabe IV. Den Älistand eines Punktes von einer Geraden zn 
bestimmen . 

Man braucht nämlich nur in beiden Fällen die Ebene, die beide 
Elemente enthält, in eine der Bildebenen niederzuklappen. Nicht 
so unmittelbar sind folgende Anwendimgen des Umlegens: 

Aufgabe V. Den Abstand zweier zueinander paralleler Ebenen 
zn finden. (Fig. 54). 

Auflösung. Sohneiden wir die ge- 
gebenen Ebenen mit einer dritten die 
senkrecht zu ihnen steht, so haben die 
beiden Schnittlinien denselben Abstand 
wie die Ebenen selbst. Ais solche Hilfa- 
ebene nehmen wir zweckmäßig eine ver- 
tikale Ebene \n^, n^, die also zu den 
ersten Spui-en Sj und t^ der gegebenen 
Ebenen senkrecht steht, und dann legen 
wir sie in die Grundrißebene nieder. Der 
Abstand zwischen den Umlegungen (s) 
und {t) der beiden Geraden, in welchen die Hilfsebene die gegi " 
schneidet, ist der gesuchte. 
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11 bliDgSfliif graben : I. Wie läBt sich die vorige Aufgabe lösen, wenn beide 
Ebenen parallel zur Achse tind? II. Der Abstand zweier einander paralleler 
und ZVL einer Projektionsebene Bcnkiechten Ebenen iat gleich dem Abstände der 
Spnrünien in dieser Projektionsebene. III. Die beiden zu einer gegebenen 
Ebene parallelen Ebenen darzustellen, die von jener den gleichen gegebenen 
Abstand haben. IV. Die Punkte zu bestimmen, die von drei Ebenen denselben 
gegebenen Abstand haben. Wie viele solcher Punkte gibt es? 

Aufgabe VI. Deu Ahstaiiil eines Punktes M={M', M") von 
einer Ebene T=[ti, ts] zu bestininien. „- 

(Fig. 55). "" ■ 

Auflösung: Es sei .V der Fuß- 
punkt des von M auf t gefällten Lotes, 
dann ist eben JJf.V der gesuchte Ab- 
stand. Ziehen wir uan MP senkrecht 
zu t^, so ist auch NF senkrecht zu t^ 
und NF ist also die Sehnittliaie i von t 
mit der durch M senkrecht zu t^ gelegten 
Ebene MNF, und MN ist auch das 
von 31 auf diese Schnittlinie i gefällte 
Lot. Nun hat die durch M senkrecht 
zu (j gelegte Ebene als Spur im Grund- 
riß das Yon 31' aiii f, gefällte Lot n^; 
)(ä ist also die im Schnitt Yon w, mit 
0,3 errichtete Senkrechte. Die Gerade i 
geht durch den Punkt P = t^n^ und 
durch T^^t^n^. Legen wir nun die Ebene [W[,»a] i^ ^i ^^i so 
linden wir leicht die Umlegungen Ton T^ und M und die der Geraden 
i, indem wir (T^) mit F verbinden. Das von (31) auf (() gefällte 
Lot (M)(N) liefert den gesuchten Abstand. — Zur Kontrolle zeichne 
man auch die Gerade i" und den auf ihr liegenden Punkt N"; dann 




muß die Gerade M" N" senkrecht i 
recbt zu t ist. 

Übuiigsanfg'al:e: Der Abstand ein 
Aufi-ißebene senkrechten Ebene tiee^j. 



/j werden, eben weil 31 Js eenk- 



=8 Punktes P = {F', F") von einer zur 
<„] iat gleich dem Abstände zwischeu 



39. Aufgabe VIT, Den Winkel zu bestimmen, den zwei durch 
ihre Projektionen jtegebene Geraden bilden. 

Auflösung: Wir nehmen an, daß die beiden Geraden r und s 
sich in einem Punkte F schneiden, da man ja den Fall, daß sie 
windschief sind, auf diesen zurückführen kann, indem man durch einen 
Punkt der einen eine Parallele zur anderen zieht. Sind B^, S, ihre 
ersten Spnrpunkte (Fig. 56), so ist die Verbindungslinie t^ die Spur 
der Ebene rs; legen wir diese in die Grundrißebene um und be- 
stimmen die Lagc(P!, die P dann annimmt, und verbinden (7') mit 
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li^ und S|, so haben wir die Umlegungea (r), (s) und damit den 
gesuchten Winkel. 

Sollten die Punkte li^, S^ außerhalb des Zeichenblattea fallen, 
so wechsele man die Rolle der beiden Projektionsebenen, Sollten 
auch i?3, S., eine solche Lage haben, so drehe man die Ebene rs, 
bis sie parallel zur Grundriß- 
ebene wird, indem man sie um 
eine horizontale Hauptlinie sich 
drehen läßt. 

Anmerkung: Wenn man 
die Halbierungslinien des Win- 
kels (r)(s) zeichnet, so hat man 
damit die Umlegungen der Hal- 
bierungslinien X, y des Winkels 
/^ , , „ „ 

rs\ daraus kann man t', y, x , y 
erhalten und damit eine neue 
Losung der Aufgabe VI in 
Nr. 33. Auch wenn die beiden 
Geraden (r) und (s) sich nicht 
mehr innerhalb des Zeiehenblattes schneiden sollten, kann man doch 
jenen Teil der Geraden (x) und (j/) zeichnen, der innerhalb des Zeichen- 
blattes fällt, imd zwar auf folgende Weise: Man schneide die gegebenen 
Geraden durch eine beliebige Transyersaie BC; es seien h', b" die 
beiden Winkelhalbier er am Seheitel Ji, c und c" die der Winkel 
bei C Daim sind b', 6", c, c" die Seiten eines vollständigen Vier- 
seits, dessen Diagonale BC ist. Die beiden anderen Diagonalen sind 
dann die gesuchten Winkelhalbiei er 

Folgesatz. Da der Winkel zwischen einei Geiaden (/ unl emer 
Ebene €, das Komplement des Winkels ist welchen (/ mit emer zu e 
senkrechten Geraden h bildet, so sind wii auch im=(taude den AViiikel 
zo bestimiiiMi, den eine Gerade ton segeltenen Pin|pktiftnen mit 
einer Ebene von gegebenen Spuren bildet. 

Zur Ülinng: I. Die vorige Aufgabe zu lösen unter der Bedingung, daß 
eine oder beide Geraden BCnkrecht zur Achse sind (ev. unter Benutzung dea 
Seitenrisses). II. Den Winkel zu finden, den die beiden Spuren einer Ebene 
miteinander bilden. III, In einer Khene sind ein Pnnkt und eine Gerade ge- 
geben. Man soll durch diesen Punkt eine Gerade legen, die mit der gegebenen 
einen bestimmten Winkel bildet. 

Es ist nützlich, einige Spezialfälle der vorigen Aufgabe zu be- 
traehten. 

a) Die spitzen Winkel ys, ys, Vi zu finden, die eine Gerade 
g = {(f, £f") mit den drei Projektionsaclisen an, an. «»s bildet. 
(Kg. 67). 
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Durch den Schnittpunkt der drei Achsen ziehen wir die Pa- 
rallele p zu der Geraden g und greifen auf dieser einen beliebigen 
Punkt P heraus. Stelleu wir uns nun das Dreieck OFJ*' vor, ao 
ist sein Winkel bei P gleich dem Winkel y-^, den p, und damit auch 
g^ mit Ogg bildet. Legen wir dieses Dreieck in die ttj um, indem 
wir es um OF' drehen, so kommt P a\;f das in P' auf OF' er- 
richtete Lot zu liegen, in einem 
Abstände P'"(P) = ■Pl2P^ ^^ es 
ist ^P'{F)0 = y^. Ähnlich er- 
halten wir durch Umlegung des 
Dreiecks OFF" in die Aufrißebene 
den Winkel 0{P)'^P" = y^. Schließ- 
lich konstruieren wir uns F'" und 
erhalten durch Umlegung von OFF '" 
den Winkel 0(F'f F"' = y^. — 
Zur Kontrolle beachte man, daß, weil 
ÖP = "Ö(P) = Ö{F)^= Ö(P)*, die 
Punkte (P), {FY, (-P)* auf einem 
Kreise um liegen müssen. """ "'' 

Anmerkung: Sind x, y, s die kartesiacheo Koordinaten von P 
in bezug auf die Achsen a^^, a^^, Ojg, so ist 




außerdem wie Pig. 57 zeigt, 

I a: j = p ■ cos ^j, j j/ j = p ■ cos j-j, ! ? ! = p ■ eos y^^'). 
Daraus folgt durch Quadrieren und Addieren 



also ist 



■^+«/^+ä^=p*(cosVi + cosVs+ oosVs); 
C08- 71 + eos^ Vä + cos® ya = 1 



die Beziehung, die zwischen den Winkeln, 
die eine beliebige (Jerade des Raumes mit den 
Achsen eines dreireclitwinkligen Trieders 
bildet, besteht. 

b) Die Winkel zn finden, die eine Ge- 
rade 3 = (3", 3") mit den Projektionsebenen 
TTi, TTa bildet. (Fig. 58). 

Diese Winkel heißen die Neigungen 
der Geraden gegen die Bildebenen und wer- 
den mit ^j und ^^ bezeichnet; ^j ist der Winkel 




I aoliii 



r (vgl. Nr. 27c) der absolute Wert der reellen Größe « 
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zwischea g und <j', ß^ der zwiseheu g und g". Um sie zu bestimmen, 
suchen wir zuerst die Spurpunkte T^ und T^ tou g und legen dann 
das Dreieck T^T^'T^ in die Aufrißebene um, indem wir es um l'^T^' 
drehen. Dies Dreieck ist rechtwinklig bei 1\', und der spitze Winkel 
bei T^ ist ß-^. Bei der Umlegung beschreibt 7, einen Kreisbogen um 
um Ts, und kommt schließlich als (1\) auf die Achse zu liegen. 
^T^{T^)T^' ist der gesuchte. Ähnlich findet man ß^. 

Zur Übmig: Man zeige, wie man auch an der Fig. 57 die Winkel ß,, ß^ 
ableiten kann und ebenso auch die Neigung ^j von g gegen die Seitenrißehen e 
findet. 

Anmerkung: Da die beiden Strecken TÜ^'s) «Jid T^{T-y) die 
Umlegui^en von 1\ T^ sind, so haben sie dieselbe liänge l. Aus den 
rechtwinkligen Dreiecken der Fig. 58 ergibt sich nun 

~f^--{T^)T^' = lcmß,; f^~''^(Tjf^'^Uosß, (1) 

T^' = l sin ß^ ; Sy^V - ' ein ßi ■ (2) 

Aus dem rechtwinkligen Dreiecke (J';^)!'^!'^' folgt 
ß^ + ^(T^)2\T,-^ l- 

Nun ist ^(1\)T^T^' der von der Geraden g mit T^T^' gebildete, 
und da nun der Neigungswinkel einer Geraden gegen eine Ebene der 
kleinste von allen ist, den die Gerade mit irgend einer Geraden der 
Ebene bildet, so ist insbesondere 

ß^ < ^{Ti)T^T^'. 
Addieren wir diese Beziehung zn der vorigen, so folgt 



ß, + ß,<-. 



(3) 



das heißt: Die Summe der Neigungswinkel einer Geraden gegen die 
beiden Projektionseljenen ist kleiner als ein Reeliter. Dies be- 
weist: Damit es eine Gerade gebe (und damit unendlich viele) die 
mit den beiden Projektionsebenen die 
Winkel ß^ und ß^ bildet, ist not- 
wendig, daß letztere der Bedingung 
(3) genügen; daß diese Bedingung 
auch hinreichend ist, geht hervor 
aus der Lösung der folgenden 

ÄnfgaheVlII: Durch einen Pniikt 
P = (P', J^') eine Gerade zu ziehen, 
die mit den Projektionsebenen gege- 
bene Neigungen ßi und ßs bildet, vor- 
^■'^ ^" ausgesetzt, daß (Jj + /Sj < -^ - (Fig. 59). 

Auflösung: Es genügt offenbar von der gesuchten Geraden die 
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Biehtungen zu kennen, da, wenn diese gefunden, die Aufgabe auf 
eine sclion gelöste (Nr. 21) zurückgeführt ist. Wir nehmen daher T^ 
als Spurpunkt einer solchen Geraden x beliebig an, loten ihn auf a^^ 
als 2V und nehmen auf a^^ den Punkt {T^), so daß ^ T^{T^)T^' = ß^ 
wird. Die Strecke {T^)T^ gibt zugleich die Länge l der gesuchten 
Geraden zwischen den Spurpunkten T^T^ an, während T^' (T^) •= T^' T^ 
ist, weshalb Tj auf dem mit T^'iT^) um T^' beschriebenen Kreise F 
liegen muß. Zeichnen wir nun das rechtwinklige Dreieck T^(Tj)E mit 
der Hypotenuse 1\( T^) and dem Winkel (T^)2\lt = ß^ (indem wir über der 
ersteren einen Halbkreis beschreiben und -^ ß^ anlegen), so liefert uns 
die Kathete T^R = ( - cos ß^ die Strecke T^T-," (vgl. Gl. (1) vor. S.). Der 
mit T^R um Tg beaehriebene Kreis liefert auf der Achse zwei Punkte, 
deren jeder als T," angeseheu werden kann; die zugehörige Ordinate 
liefert im Schnitt mit F die Punkte T^. Damit ist die Gerade x durch 
ihre Spurpunkte 1\, 1\ bestimmt, und man hat nur noch ihre Pro- 
jektionen zu zeichnen nnd durch P zu a; die Parallele zu ziehen, 
welche die gesuchte Gerade ist. 

Damit die Aufgabe möglich sei, muß der um 'i\ mit l\Ii be- 
schriebene Kreis die Achse schneiden; dies erfordert zunächst, daß 



oder 
demnach 



T^ 1! > I'ä 1\', also l cos ß^ > l sin ß^ 
sin ^Y — ß^ > sin ft , 



wie vorausgesetzt wurde. Femer muß der Punkt T^" innerhalb des 
Kreises F fallen; dies erfordert, daß 

oder 

yp cos^ ß^ — P sin^ |3i < l cos ß^ , 
d. h. 

C0S^^,<1, 

welche Beziehung immer stattfindet. Demnach ist die Bedingung (3) 
nicht nur notwendig, sondern auch hinreichend, wie ange- 
deutet war. 

40. Antrabe IX: Den Winkel zweier durch ihre Spurlinien 
gegebener Ebenen zu linden, 

Auflösung: Fällt man von einem beliebigen Punkte des Raumes 
auf die beiden Ebenen die Lote, so sind die Winkel, die diese mit 
einander bilden, die gesuchten und können also durch das zu Anfang 
von Nt. 39, VII angegebene Verfahren gefunden werden. Diese Kon- 
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struktion läßt sich jedoch einfacher gestalten durch folgenden Kuiist- 
griff, den wir Monge Tcrdanten. 

Eb sei i die Schnittlinie der beiden Ebenen a = [s^, Sj] und 
T ^ [ij , ^] , Tj und T^ ihre Spurpunkte. 

In einem beliebigen Punkte P der Geraden i einrichten wir zu ihr die 
Senkrechten in O und t, die s^ ia M, t^ m N treffen; dann ist der von 
den Geraden PM und PN gebildete Winkel der gesuchte. Da nun 
zufolge der Konstruktion die Ebene PMN senkrecht zu i ist, so ist 
ihre Spurltnie MN auf tt^ auch senkrecht zu der entsprechenden Pro- 
jektion i' (s. Nr. 30) und daher auch senkrecht zur Ebene H'. Schneidet 
nun MN die Gerade i' in E, so ist Pli, weil der Ebene W an- 
gehörend, auch senkrecht zu MN. Legen wir also das Dreieck 
PMN es um MN drehend in die ir^ um, so fällt der Punkt P auf i' in 
einer Entfernung von P gleich der Strecke MP. Schließlich ist noch 
zu bemerken, daß das Dreieck 
^ PPT, rechtwinklig bei P ist, 
weil die Ebene MNP senk- 
recht zu i ist. — ■ Nachdem 
dies vorausgeschickt, zeichnen 
wir zunächst (Fig. 60) die 
Projektion j' der Geraden (Tt, 
und in einem beliebigen 
Punkte P'^ H die Senkrechte 
zu i', die Sj in M, t^ in N 
trifft. Diese Linie ist dann 
die Spur der in P auf i er- 
richteten senkrechten Ebene. 
Jetzt müssen wir das Dreieck 
MPN in die tTj nie der klappen. Um seine Höhe PP zu finden, drehen 
wir das Dreieck 1\T^'T^ um T,jT^' in die %. Dann beschreiben P und 
T^ Kreise um T^ und gelangen in die Punkte {M) und (Tj) auf der 
Achse, und T^{Tj) wird (i). Da nun RP senkrecht zu i, eo muß 
das von {P) auf i gefällte Lot (J?)(P) = ifP sein. Tragen wir dieses 
auf i' von It aus nach der einen oder anderen Seite ab, und verbin- 
den den erhaltenen Punkt (P)* mit M und N, so bilden diese Ver- 
bindungslinien den gesuchten Winkel. 

Zur libimg: Durch eine Gerade, die in einer gegebenen Ebene liegt, eine 
andere Ebene au legen, die mit der ersten einen gegebenen Winkel bildet, 
(Man tehre das zu Anfang dieser Nummer besprochene Verfahren um.). 

Die dargelegte Konstruktion ist bemerkenswerter Vereinfachungen 
fähig in folgenden wichtigen Spezialfällen: 

a) Die beiden Ebenen haben ihre ersten Spurliuien ein- 
ander parallel laufend (Fig. 61). Die Schnittlinie i der beiden 
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Ebenen verläuft dann horizontal, i' ist also parallel zu s^ und t^, i" 
parallel zur Achse. Schneiden wir nun ö und t mit der durch T^ senkrecht 
zu i gelegten Ebene, so ist diese Ebene vertikal und hat ale Spurlinien die 
von T^ auf die Achse gefällte Senk- 
rechte % luid das von deren FnB- 
pnnkt Cjs auf (^ gefällte Lot %. 
Diese Ebene schneidet u und t in 
zwei Geraden, die sicli in T^^^s^ 
treffen und im Gi-undriß die Spur- 
punkte !fj^ = 2", und %Si = S, 
haben. Diese Ebene legen wir um 
SiTi sie drehend nieder in tt^ und 
finden so T^\ 1\ mit T-^ und B^ ver- 
bunden liefert den gesuchten Winkel. 

b) Die Ebenen seien beide 
parallel zur Achse; dann ist der ^.^ ^^ 
gesuchte Winkel offenbar der, den 

die Spuren mit der Seitenriß ebene bilden; für die Konstruktion der 
letzteren ist das Verfahren in Nl". 19, III angegeben. 

c) Die Winkel zu bestimmen, die eine Ebene x mit den 
Projektionsebenen tTj, tt^ bildet. Diese Winkel heißen die Nei- 
gungen von T und werden mit a^, Kj bezeichnet. 

Die Ebene t sei durch ihre Spuren t^ und t^ geg 
zu finden, legen wir durch einen beliebigen 
Punkt der Achse eine zu t^ senkrechte 
Ebene; diese hat dann das von auf t-^ ge- 
fällte Lot «1 und die in zur Achse er- 
richtete Senkrecht« m^ als Spurlinien; sie 
schneidet t in einer Geraden, deren Spur- 
punkte Pi und f7g sind, und der Winkel bei 
JJ^ im rechtwinkligen Dreiecke JJ^Ü-fi ist 
Kj. Legen wir also dieses Dreieck in die 
Aufrißebene um, indem wir es um JJ^ drehen, 
so beschreibt Oi einen Kreis um 0, der die 
Achse in (U^) trifft. ^ U^{U^)0 ist der 
gesuchte. Ebenso können wir mit einer durch 
senkrecht zu t^ gelegten Ebene [v^, Dg] a^ i'tg. f.r 

finden. — Als Kontrolle merke man, daß 

die auf Kj((70 und V^(V^) gefällten Lote "Off und umeinander 
gleich werden müssen, da sie die beiden Umlegungen des von 
auf T gefällten Lotes sind. 

Die Winkel «j und «^ können auch gefunden werden, wenn man von 
der Ebene t statt der Spuren t^, t^ zwei sieb schneidende Geraden a, l 
kennt, und zwar auf folgende Weise (Fig. 63). Durch den Punkt i = a& 
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legen wir eine zu (der nichtge zeichneten Spur) /j senkrechte Ebei 
in ff und folglich tTj in ff' sehneidet; dann ist a^ der spitze Winkel 



, die T 



1 h eine belieb. 




■. Ist 
horizontale Hauptliuie, M ihr Schnitt mit g und 
N der Punkt, in dem sich die durch M 
zu ff' gezogene Parallele und die proji- 
zierende Gerade NN' treffen, so kon- 
struieren wir uns das Dreieck LMN, 
dessen Winkel bei M^ o-^. Wir zeich- 
neu uns also die beliebige Hauptlinie h 
in ihren Projektionen h", h', und fäUen, 

da ja gli ein Rechter, von L' das Lot auf 
h', und erhalten damit ff' und M'^g'h'; 
die entsprechende Ordinate liefert M" 
auf h" und g" = L"M". N' fällt mit 
' '^ ^^ L' Kusammen und N" ist der Punkt, in 

welchem die zugehörige Ordinate A" trifft. Da nun MN horizontal, 
und LN vertikal ist, so hat man LN=L"N" und MN^M^\ 
wir kennen also die beiden Katheten des Dreiecks LMN. Tragen 
wir also auf h" von N" aus N"{M) = N'3£' ab und verbinden L" 
mit (JIT), so ist der Winkel bei {M) der gesuchte a^. Ähnlich wird 
«2 gefunden, 

Bemerkung; Zwischen den Neigungen (t^, «^ einer beliebigeu 
Ebene findet eine Beziehung statt, die man leicht aus der in 
Ni-. 39 gefundenen Beziehung zwischen den Neigungswinkehi einer 
Geraden ableiten kann. Zieht man nämlich eine zu t senkrechte 
Gerade r und bezeichnet deren Neigungswinkel mit ß^, ß.^, so ist 
offenbar 



A-Y-«u ß,-: 



daher ist 



Nun ist aber (Nr. 39) 
daher 



«, + «3 > -g ■ 



(-t) 



Wir sehen also: Die Summe dep Xeiguiigen einer beliebigen 
Ebene ist größer als ein Rechter. Damit es also eine (und damit 
unendlich viele) Ebenen gibt, die mit den beiden Projektionsebenen 
die Winkel ß,, «2 bildet, ist notwendig, daß die Beziehung (4) be- 
steht: daß sie auch hinreichend ist, ergibt sich aus der Lösung der 
folgenden 
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Aufgabe X. Durch «neu Punkt M= {M', M") eine Ebene mit 
gegebeneu Neiguugswiukelu «i und «a zu legen, vorausgesetzt, daß 
c:, + a,>l (Fig.ö4). 

Auflösung. Kennt man die Stellung der gesuchten Ebene, so ist 
die Aufgabe auf eine schon gelüste (Nr. 23, b) zuriickgefülirt, und man 
kami sie als gelöst betrachten, wenn man 
irgend eine Ebene mit diesen Neigungen, 
etwa die durch den Punkt P der Aufriß- 
ebene gehende gefunden hat. In diesem 
Falle geht die Spmlinie f^ der betr. Ebene 
durch P^). Wir nehmen nun auf der Achse 
einen Punkt A derart, daß der Winkel 
FAP'=ai wird, dann beschreiben wir 
mit F'A um P" einen Kreis F, an den (j 
Tangente werden muß. Nun faUen wir 
Ton r diis Lot P'H" auf FA und be- 
schreiben mit T'H um P' einen Kreis und 
ziehen an diesen jene Tangente, die mit der 
Achse den Winkel a^ bildet. Ihr Schnitt 
mit der Ordinate PF sei Q; dann ist die von Q &a F gezogene 
Tangente t^, der Schnittpunkt ^i«ia = Piä mit P verbunden liefert %. 

Damit die Aufgabe lösbar sei, muß Q außerhalb des Kreises F 
liegen, also muß sein P'Q>P'A. Ist nun PF = p, so geht diese 
Bedingung über in die folgende: 




oder 



,_-->p-tg«„ 
sinß, > sinj" - 



folglich 

welche Bedingung der 



Voraussetzung entspricht. 



Zehntes Kapitel. 
Weitere Aufgaben der metriselien Geometrie. 

41. Aufgabe I. Eiueu Kreis darzustellen, der durch seine 
Ebene t = fd, (a], seiuen Mittelpunkt O und seineu Radius r ge- 
geben ist. 

1) Um das folgende leichter zu Vörstehea, ist es ratsam, sich die Fig. 62 
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Auflösung: Wir zieten durch in der Ebene t eine Gerade p 
parallel imd eine q senkrecht zur horizontalen Spur t,; p wird dann 
die durch 0' parallel zu t^, p" die durch 0" parallel zur Achse ge- 
zogene Gerade sein, q das TOn 0' auf t^ gefällte Lot, g" ei^bt sich 
dann leicht. Da p und q (in Richtung) konjugierte Durchmesser 
von r sind, so werden j/ und q' (vgl. Nr. 1, Ubungssatz) konjugierte 
Durchmesser, und zwar, weil sie senkrecht zueinander, die Achsen 
von r'. Da p parallel zur Grundrißebene, so wird sich der zugehörige 
Durchmesser von F Äj^Ä^^ 2r in seiner wahren Lange projizieren, 
daher wird der um 0' mit r beschriebene Kreis p' in A^' und A^' 
schneiden. Dagegen der auf q liegende Durehmesser .EjS^ ~ ^''^ ^** 
als Projektion die Strecke B^'ü^ ^ ^i^s ■ '^os pp' = B^B^- (io&Trtj 
=^ 2r ■ Gosttj^, wo K^ der Neigungswinkel von t gegen ttj ist. Be- 
stimmt man also (nach vor. Nr.) «j und beschreibt um 0' mit r • cos ß, 
einen Kreis, so trifft dieser q' in Bj' und B^'. JT" ist also die Ellipse 
mit den Halbachsen r ntid **«cosßi. Bestimmt man nun mittels 
der entsprechenden Ordinafcen auf j>" und g" die Punkte .^,", ^i^", Bj", 
B^", so ei^ibt sieh; F" ist die Ellipse, welche Ai'Ai" nnd Bi'Bi"' 
als konjugierte Durchmesser hat. 

Zur TJbnng: I. Dieselbe Aufgabe durch Umlegung der Ehcne t zu iöscß. 
II. Bin Rechteck AB CD darzustellen, von dem man die Ebene und zwei Gegen- 
ecken A, G kennt und außerdem weiß, daß die Ecke B auf einer durch A gehen- 
den Geraden liegt. III. Die ebene Trennungsfläche zweier Medien ist gegeben, 
sowie die Projektion eines einfallenden Strahles; man soll die des reflektierten 
oder gebrochenen Strahles finden. 

Aufgabe IL Von einem ebenen 
Vielecke kennt man die beiden Pro- 
jektionen ^'B'C'D'...,^"^" C"..., 
das Vieleck selbst zu koiistrnieren. 

(Vorausgesetzt ist natürlich, daß 
die Projektionen der Schnittpunkte 
entsprechender Diagonalen auf der- 
selben Ordinate liegen, damit* das 
dargestellte Vieleck auch eben sei. 
Vgl. Nr. 26.) 

Auflösung: Zur Losung dieser 
Aufgabe hätte man nur nötig, die 
Ebene der Figur t in eine der Bild- 
^ \^ ebenen niederzulegen; da dies aber 

^^^'■^ nicht angeht, wenn keine der Spur- 
linien in die Zeichenebene fällt, so 
ist folgendes Verfahren ohne Aus- 
nahmen anwendbar (Fig. 65). 
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Wir ziehen dnrcli A die horizontale Hauptlinie h der Ebene r. 
Ihr Aufriß ist die durch J." zur Achse gezogene Parallele h"; ist nim 
P" = Ji"C -h", so schneidet B'C die zugehörige Ordinate in V, 
welches mit A' verhunden h' liefert. Um die Linie h lassen wir nun 
die Ebene t sieh drehen, bis sie parallel zu tt, wird. Bei dieser Lage 
ist ihre Projektion --liBiCiJ), kongruent dem ursprünglichen Polygon 
ASCI). A^ fällt mit A' zusammen; um JJj zu finden, denken wir uns 
die durch ]i zu A senkrechte Gerade n gezogen. Da der rechte Winkel 

nh einen horizontalen Schenket hat, so ist auch seine Projektion 
n'K ein Rechter, daher ist n' das von B' auf h' gefällte Lot. Die 
durch seinen Fußpimkt N' gezogene Ordinate trifft h" in N", daher 
ist ß"N" = n". Ist nun die Drehung der Ebene t ausgeführt, so 
wird sich der Puulit im Grundriß als Ji^ von n abbilden derart, daß 
JSl'B^ = NB; letzteres ist aber (Nr. 37, Folgesatz) Hypotenuse eines 
Dreiecks, dessen Katheten SN' und die Differenz der Horizontal- 
Koten der Punkte B und JV sind (d. i. der Abstand zwischen S" und 
A"), woraus sich £, leicht konstruieren läßt. Beachten wir nun, daß 
der Punkt P = {f, P") auf der Drehungsachse liegt, also fest ist, so 
folgt daraus, daß der Punkt Oj auf der Geraden BjP' liegen muß; da 
nun Cjl?' und C\C*' parallel sein müssen, so liegt Cj auch auf dem 
von C auf h' gefällten Lote. Ebenso müssen sich die Geraden CD' 
und CjZ*j auf h' schneiden, und es muß S'I\ senkrecht zu h' sein, 
woraus sich J)^ leicht ergibt, usw. 

Zur Übung: Welche geometrische Beziehung besteht zwischen den Viel- 
ecken A'B'C..., Ä,B,C, ...1 

42. Aufgabe IIL Dnrcli einen Punkt JP=(_P', _P") eine Ge- 
rade zu ziehen, die mit einer gegebenen g = {^, g") einen Winkel 
ß bildet. 

Auflösung: Man lege die Ebene Pff in die Grundrißebene um 
und bestimme die Lagen, die P und g infolgedessen einnehmen. Die 
durch (P) gelegten Geraden, die mit (jf) den Winkel a bilden, sind 
die Umlegungen der gesuchten Geraden. Um diese selbst zu finden, 
braucht man nur die Ebene Py in ihre ursprüngliche Lage zu bringen. 
Zur Übung möge der Leser selber die Konstruktion ausführen und 
auch den Fall untersuchen, daß die gegebene Gerade die Achse ist. 

Aufgabe IV. Dnrch eine Gerade g = {^, ^') eine Ebene zu 
legeil, die mit einer gegebenen t = [/i, /a] den Winkel a bildet. 

Auflösung: Es sei P^gj, M ein beliebiger Punkt von g, N 
der Fußpunkt des von M auf t gefällten Lotes und MN = d. Alle 
durch M gehenden Ebenen, die mit der Ebene t den Winkel a bilden, 
umhüllen einen Kreiskegel, dessen Basis der Kreis P in der Ebene t 
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ist mit dem Zentrum N und dem Radius d-cotga. Die von P an 
r gezogenen Tangenten x, y bestimmen zugleich mit g zwei Ebenen, 
die die Aufgabe lösen. Um jene zu finden, wird man am besten die 
Ebene t umlegen, (P) und (F) aufsuchen und die Tangenten (x), (j/) 
bestimmen Bimgt man t wieder in seine ursprüngliche Li^e, so 
bekommt man i ij, wodurch die Aufgabe gelöst ist. Wir überlassen 
dem Leser d,uch die Ausführung dieser Konstruktion, sowie den Nach- 
weis, daß e^ notwendig und hinreichend für die Lösbarkeit der Auf- 
gabe ist, ddß a > ^T. 

43. Aufgabf V. Von eiucni Drricekf ABC kennt man den 
(Irundriß nnd eine Ecke (etwa A) im Anfriß; die beiden anderen 
Ecken zn bestimmen, so daß das Dreieck einem gegebenen ähnlich 
wird (Fig. 06). 

Auflösung; Gezeichnet seien 
schon die gegebenen Punkte A, S', 
C und Ä" (letzterer mit A' auf der- 
selben Ordinate). Das Dreieck, dem 
das gesuchte ähnlich sein soll, kann 
mau sich in beliebiger Lage und Größe 
gezeichnet denken, z. B. passend so, 
daß die eine Seite mit .F'C zusammen- 
fällt, wobei wir dann zweckmäßig die 
dritte Ecke A^ auf die A' entgegen- 
gesetzte Seite legen. lu der Ebene tt 
des gesuchten Dreiecks ABC denken 
wir uns nun die Horizontale AI) und 
die dazu Senkrechte AE gezogen, wo 
1) und ^ auf IfC hegen sollen. Wir 
i-ig. «(?. wollen zuerst aus den gegebenen 

Stücken die Lage der Hilfspunkte D 
und J5 bestimmen und werden dann sehen, wie _ß, C daraus folgen. 
Zunächst muß A'D' = AD werden, weil AI) horizontal ist, 
nnd da der rechte Winkel SAD einen horizontalen Schenkel hat, so 
muß auch ^D'A'E' — ^ sein. Nun sind die Dreiecke ABC und 
A^B'C ähnlich, sie bestimmen daher in den beiden Ebenen tt und 
iegcn, eine Ähulichkeitsbeziehung, nlso ist 




L denen i 



-. lie 



BD 



_ B'E' 



SO daß in dieser Ähnlichkeit den Punkten D, £ Ton tt die Punkte 
D', E' von TT, entsprechen. Nun sind in ähnliehen Figuren ent- 
sprechende Winkel einander gleich, daher ist -^ DA^E' = DAE = ^- 



y Google 



10. Kap, Weitere Aufgaben der metrischen Geometrie. 75 

Hieraus folgt, daß das Viereck D'A'ü'Aj in A^ imcl Ä' rechte Winkel 
hat; da nun D' , E' auf S'C liegen, so braucht man nur den Kreis 
zu beschreiben, der durch -4j und A' geht und seüi Zentrum auf 
B'C hat; er schneidet diese Gerade in zwei Punkten (die wir vor- 
läufig L und M nennen wollen), der eine ist D', der andere E'. Wir 
wollen noch zeigen, daß man hier nicht beliebig wählen kann. Be- 
zeichnen wir nämlich die Winkel AiLJlf, A'LM, A^ML, A'ML mit 

Kl ^-'i f*ii .'*' ^^ ^^^ '^[+f*i^"ö"f ^' '^ C'' ^ w ■ Jö nachdem also 
i,^i', wird bzw. .Uj^ii' sein. Nun ist der Winkel ADE^Ä'D'E' 
(s.Nr. 2) und ^AJ)E=A^D'E', folglich ist ^ A,J)'E' > A'D'E'. 
Dies zeigt uns, daß, wenn A, > X', man den Punkt L als D' wählen 
muß, wenn aber (i^ > ji', muß man M für D' wählen; jedenfalls aber 
ist D' und damit auch E' eindeutig bestimmt. — Um nun 1)" zu finden, 
beachten wir, daß A"I)" parallel zur Achse sein muß, weil ja AB 
horizontal angenommen wurde. D" ist also der Schnitt der durch A" 
zur Achse gezogeneu Parallelen mit der zu D' gehörigen Ordinate. — 
Weniger einfach ist die Auffindmig von E". Wir nehmen auf ^^D' 
die Strecke A^I), '^ Ä'B' = AI), ziehen durch D, die Parallele zu 
Df^Ej, die A,E' in E^ triff't. Nun sind die Dreiecke A^D^Ei und 
ADE einander ähnlich, da aber die Seite des eiuen AiTti der ent- 
sprechenden des anderen gleich ist, so sind die Dreiecke auch kon- 
gruent. Daher ist insbesondere J._E = ^,£[. Aus der wahren Länge 
und der Projektion läßt eich aber (nach Nr. 37, Folgesatz) die Differenz 
der Vertikal -Koten der Endpunkte bestimmen. Die Ordinateu von 
A' und E' mögen die Achse in A^^ und Ej^ treffen, dann ist 



AE = VA'E'''+ iÄ"A,i - E'-E^^f, 
folglich 

I A-Ä,^ - F^Eiä I = Va^e' ~ 'AE'\ 

Die reichte Seite dieser Gleichung ist immer reell') und durch 
Konstruktion eines rechtwinkh gen Dreiecks mit der Hypotenuse ^, 7i', 
nnd der einen Kathete A'E' erhält man den Wurzel aus druck, den 
wir d nennen wollen. Dann ist 

Ist nun B der Schnitt der Geraden A"I)", E'E^^ und tragen 
wir auf der letzteren von H aus d ab, so bekommen wir E" bzw. 
einen zweiten Punkt E". Die Gerade D"E" schneidet die 7.\iB',C' 
gehörenden Ordinaten in B", C"; dagegen liefert die Gerade D"E" 

1) Der Kurze halbür überlassen wir es dem Leser zu beweisen, daß immer 
Ä^, > A'E'. 
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ebenso die Punkte B", C". Die beiden Dreiecke A"B"C" und A"B"C" 
lösen die Aufgabe. 

Anmerkung: Die obige Aufgabe laßt eicii auch in folgender 
Weise ausdrücken: Man soU ein gerades dreiseitiges Prisma dureb 
eine Ebene (die durch einen Punkt einer Kante geht) so schneiden, daß 
der Schnitt einem gegebenen Dreiecke ähnlich wird. Da nun diese 
wie die obige Aufgabe zwei Lösungen hat, so gibt es zwei (inippeil 
von einander parallelen Klieneu, die ein dreiseitiges Prisma so 
sehneiden, daß die Sclinittfläclien einem gegebenen Dreiecke ähn- 
lich sind. 

Zur t!buu|!p: Ein gegebenes Parallelogramm so zu plazieren, daß sein 
Grundriß ein Quadrat wird. 



Elftes Kapitel. 

Andere Kunstgriffe zur darstellend- geometrischen Lösung von 

Problemen der metrischen Geometrie. 

a) Belegung der Figuren. 

44. Erinnern wir uns, daß wir schon (zu Anfang von Nr. 35) 
die Bemerkung gemacht haben, daß der Kunstgiiif, zu dem man ge- 
wöhnlich seine Zuflucht nimmt, um metrische Probleme zu lösen, darin 
besteht, die Lage der gegebenen Elemente in bezug auf die GEruad- 
ebenen in geeigneter Weise zu verändern. Nun ist klar, daß man 
dies auch bewirken kann, indem, man entweder die gegebenen Stücke 
der Aufgabe selbst bewegt, oder die Lage der Projektionsebenen ändert. 
Wir werden daher der Reihe nach and im al^emeinen die Methoden 
behandelu, nach denen man diese beiden Operationen ausführen kann, 
wobei wir bemerken, daß bei der ersten Operation im speziellen auch 
Umlegungen vorkommen, mit denen wir uns ja schon im Vorigen 
beschäftigt haben. 

Bekanntlich kann man eine Figur 9^ aus ihrer Lage in jede an- 
dere Lage bringen durch eine geeignete Verschiebung, verbunden mit 
einer Drehung um eine passend gewählte Achse ^). Kennt man nun 
von der Figur SF die beiden Projektionen und kennt man auch ver- 
mittels der Projektionen die Strecke AB, längs deren die translato- 
rische Bewegung vor sich geht, und zwar in dem Sinne und der Große 
AB, 80 nimmt die Figur eine neue Lage JF* an, deren Projektion 
man offenbar auf folgende Weise erhält: 

Ist P=i:(i*', P") ein Punkt von fF und zieht man die 
Strecken P'P'*, p"p"^ äquipollent den Strecken ^'B', A"B", 

1) S. z. B. Ch. Jle'ray, Nouv. dem. de ffeometric U ed. 1304, 8. 394, 
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so sind deren Endpunkte iic ProjektiDnen 1er neuen Lage 
P^ des Punktes F. Jede tieride verwandelt <<i(,h dihtr m eine 
parallele Gerade, jede Ebene m eine paiallele Ebene 

Zur Übung: Die Lage einei beraden uder einpr El eae ^u ze ImPn Im bib 
nach Äusfahmng einer angegebenen Ter chiebung annehmen 

4Ö. Wir gehen zu den DrelinDgen ubei indem w r nn& vor llem 
mit dem praktisch interessantesten Falle daß die Diehachse senkrecht 
zu einer Projektionsebene steht befassen 

Aufgabe. Gegeben die Darstellung einei ligur nach der Monge 
sehen Methode: ihre Darstellung in dei)enigen Lage zu linden, die 
sie annimmt, wenn sie in bestimmtem 
Sinne nm den Winkel ec um eine 
vertikaleÄchsegedreht ist(Fig. 67). 

Auflösung: Da mau sich die 
Figur JF aus Punkten, Geraden und 
Ebenen bestehend denken kann, so 
ist die Aufgabe in der Tat gelöst, 
wenn sie es für eine aus einem 
Punkte, einer Geraden, einer Ebene 
bestehende Figur ist. Beschäftigen 
wir uns also zunächst mit diesen 
Fällen. 

1. Es sei M=iM\ M") der 
Punkt, den man um die vertikale 
Achse r s (r', r") rotieren läßt. Zii- 
folge dieser Bewegung beschreibt P 
einen Kreisbogen vom Zentriwinkel 
ß, der in einer durch M gehenden 
horizontalen Ebene liegt, und dessen Mittelpunkt auf r liegt. 
Dieser Bogen projiziert sich im Grundriß in seiner wahren Größe, 
d. i. in einen Kreisbogen M'M'* mit dem Zentrum »■', dem Radius 
r'M', der Größe «, so daß der Sinn von M'M'* mit dem Sinn der 
Rotation übereinstimmt. Die Ordinate von M' trifft die durch M" 
zur Achse «jj gezogene Parallele in M"*. M* = {M'*, M"*) ist 
die gesuchte neue Lage des Punktes M. 

2. Wir betrachten jetzt eine Gerade g ^^ (g'j g'"). Um die Lage 
zu finden, die sie infolge der Rotation annimmt, genügt die zweier 
ihrer Punkte M* und N* zu bestimmen, dann wird g* ^ M*N* sein. 
Als solche Hilfspunkte kann man zweckmäßig auch die Spurpunkte 
nehmen, und wenn (/ zufäUig die Achse r trifft, so würde der Schnitt- 
punkt auch der f/ angehören; man würde dann also nur noch eines 
einzigen Punktes bedürfen. 

Anmerkung: Da die beiden Dreiecke r'M'N' und r'M'*N'* 
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kongruent sind, so folgt: „Eine Strecke behält bei einer Rota- 
tion Tim eine vertikale Achse ihre Länge im Grundriß bei; 
die Projektionen sind Tangenten eines Kreises, dessen 
Mittelpunkt die Spur der Rotationsachse ist," 

3) Betrachten wir schließlich eine Ebene t. Ist r durch zwei 
sich schneidende Geraden oder durch einen Punkt und die Affinitäte- 
achse bestimmt, so kann man die neue Lage, die sie infolge der 
Rotation annimmt, durch Anwendung des unter 1) und 2) Gesagten 
finden. Ist sie jedoch durch ihre Spuren ^j, t^ gegeben und man will 
die Spuren für die neue Lage t^*, t^* finden, so betrachte man zu- 
nächst die horizontale Spur t^. Man fälle von a auf t^ das Lot a'H 
und zeichne die neue Lage H*, die dieser Punkt zufolge der Rotation 
einnimmt, die in H* auf a'H* errichtete Senkrechte ist dann offen- 
bar ^j*. Ist femer A der Punkt, in welchem t die Rotationsachse r 
schneidet, so ist sein Grundriß der Funkt r', woraus sich dann leicht 
sein Aufriß Ä" (nach Nr, 16) ergibt. Die Ebene t geht sowohl vor, 
als auch nach der Rotation durch den Punkt A ^ (A', A"), also ist 
T* nichts anderes, als die durch Ä und t^* gehende Ebene. Um ihre 
zweite Spurlinie zu finden, ziehen wir die durch A gehende horizon- 
tale Hauptlinie; ihr Grundriß ist die durch A' zu t^* gezogene Pa- 
rallele, ihr Anfriß die durch J" zu «j^ gezogene Parallele, man findet 
also leicht ihren Spurpunkt; verbinden wir ihn mit dem Punkte tJ*a^^, 
so erhalten wir f^*. 

In ganz derselben Weise laßt sich die Aufgabe für den Fall 
lösen, daß die Drehungsachse senkrecht zur Aufrißebene steht. 

Zur Übung: I. Welches ist die Eiivcloppe der Geraden g" in 2), wenn 
man den Winkel k variiert? II. Wie kann man die vorigen Aufgaben lösen, 
wenn die Drehungaachae parallel zur Projektionsaclise ist? (Man. benutze den 
Seitenriß.) 

^".g"* 46. Es soll nun an zwei Beispielen gezeigt 

werden, welchen Nutzen man aus einer passend 
gewählten Drehung schöpfen kann'). 

Aufgabe I. Den Abstand zweier Aavch ihre 
Projektionen gegebener Punkte zn bestimmen 
(Pig. 68). 

Auflösung: Es seien A =^ (A', A") und 
B^{B',B") die gegebenen Punkte. Wir lassen 
die AB im Grundriß projizierende Ebene um die A 
projizierende vertikale Gerade AA' sich drehen, bis 
sie der Aufrißebene parallel ist. Die neue Lage, die JJ einnimmt, B*, hat 

1) Der Leser wird viele weitere Beiapiele finden bei E. Sulfner, Aufgabe» 
aus der darsteUenden Geometrie, in denen Entfernungen oder Winkel gesucht oder 
gegeben sind, nirt Hilfe von Drehungen der Objeltte zu lösen (Nürnbe^, 1902). 
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im Grundriß einen Punkt Ji'*, der auf der durch Ä' zur Achse ge- 
zogenen Parallelen im Abstände Ä'B' Yon Ä' liegt. Die zugehörige 
Ordinate schneidet die durch B" zur Achse gezogene Parallele in B"*. 
Da jetzt die Strecke AS* parallel zur Aufrißebene, so ist sie gleich 
ihrer Projektion; nun ist aber AB* -AB, folglich I''B"* = AB. 
Zur ilhiiiig: Welche von beiden Lösungen dieser Aufgabe, die obige oder 
die in Nr. ;-i7, ist voi-teilhafter? 

Aufgahe IL Die Neigungen einer Ebene, die durch ihre Spuren 
gegeben ist, gegen ilie Projektionsebenen zn finden (Fig. 69). 

Lösung: Es sei t^[(^, y die gegebene Ebene, von der man 
zunächst die Neigung a^ gegen die Grundrißebene finden will. Wäre 
T senkrecht zur Aufrißebene und somit i, senk- 
recht zu a^g, 80 würde der gesuchte Winkel 
der zwischen «j^ und t^ sein. Wenn sich nun 
T nicht in dieser speziellen Lage befindet, so 
kann man sie durch eine Drehung um eine be- 
liebige vertikale Achse a = {a, a") in diese 
Lage bringen. Die Große dieser Drehung 
muß derart sein, daß t^ senkrecht zur Achse 
wird. Der Punkt A = {A', A") = nr behält 
seine Li^e bei, daraus ergibt sich ig*; dann 

ist ^2*^13 = «1- — Ähnlich läßt sich auch a^ 
finden. Aus der Konstruktion ergibt sich, 
daß man durch eine Rotation von ge- 
eigneter Größe um eine vertikale (oder Fi«, fio. 
horizontale) Achse jede Ebene in eine 

zu der zweiten (oder ersten) Projektionsebene senkrechte 
Lage bringen kann. 

Zur ilboug: Den Schnitt einer Geraden mit einer Ebene zu finden, indem 
man letztere durch eine Rotation dahin gebracht hat, daß sie zu einer der Pro- 
jektionaehenen senkrecht steht. 

47. Weisen wir jetzt noch darauf hin, wie man die in Nr. 45 
behandelte Aufgabe unter der viel allgemeineren Annahme, daß die 
Achse sich in beliebiger Lage befindet, lösen kann. Der Kürze wegen 
beschränken wir uns auf die Annahme, daß 9^ nur aus einem oin/.igen 
Punkte P = (P', P") bestehe. Durch einen beliebigen auf der Bota^ 
tionsachse a = (a, a") gewählten Punkt A (Fig. 70) legen wir die zu 
a senkrechte Ebene t ^ [(^, ^]; die durch P zu a gezogene Parallele 
p schneidet t in einem Punkte N, der die Orthogonalprojektion tou 
P auf T ist. Man lege nun t in die Grundrißebene um und bestimme 
{A) und (JV). Infolge der gewünschten Rotation beschreibt N auf 
der Ebene t einen Bogen in bestimmtem Sinne um den Mittelpunkt 
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A Ton gegebener Größe k und gelangt dadurch in eine Lage N^, 
deren Umlegung leiclit zu finden ist, wenn man bedenkt, daß 
(JJlNj = {Ä)(N) und ^(N)(A)(^^;) = a. Denkt man sich nun 
wieder t in seine ursprüng- 
-^ liehe Lage zunickgedreht, 

' ; ■-- ^ so findet man N^' und 

N^". Bezeichnen wir jetzt 
mit P„ die gesuchte Lage 
des Punktes P, so müasen 
die Strecken NP und 
Jf^Pg äquipollent sein; 
ziehen wir demnach die 
Strecken Jf^JFJ äquipol- 
lent mit J\"P' und NJ'PJ' 
äquipollent mit N"P", so 
sind PJ und P^" die Pro- 
jektionen des gesuchten 
Punktes. Man beachte 
noch: Da der Punkt A 
unabhängig von P ist, so 
brauchen die auf A be- 
züglichen Konstruktionen 
nur einmal ausgeführt zu 
werden, welcher Art auch 
die rotierende Figur sei; 
ist diese eine Gerade g, so 
wird man zweckmäßig 
noch den Punkt jg zur 
■beiziehen, ist sie aber eine Ebene e, so halte man 




üe Stimmung 
sich gegenwartig, 



i der Punkt ea fest bleibt. 



b) Verlegung der Projektionsebenen. 

48. Wir setzen zuerst den Fall, der theoretisch und praktisch von 
der größten Wichtigkeit ist, daß nur eine, z. B. die vertikale Ebene, 
eine Verlegung erfährt. Wir bezeichneten schon die beiden Projek- 
tionsebenen mit n^ und tt^, sowie die Achse mit a^^ in unserem früheren 
System; wir wollen die neue Vertikalebene mit li^ und die neue Achse 
mit «jj bezeichnen. In die Ebene tt^ denken wir uns sowohl die tTj 
als auch die tTj niedergeklappt (vgL Nr. 4) und um die entstehenden 
Gebiete auseinander zu halten, legen wir sowohl auf der einen, wie 
auf der anderen Achse einen positiven Sinn fest (vgl, Nr. 5). Nehmen 
wir z. B. an, daß in bezug auf die unveränderte Horizontalebene die- 
jenigen Teile des Raumes, die man als positiv in dem m-sprüngHchen 



y Google 



., Kap. Andere Kuostgriffe zur LöaUDg metrischer Probleme, 



81 




System ansah, es auch ira Jieuen bleiben^). Dann bleibt, wenn wir 
zn dem nenen System ftbergehen, die Horizontal -Kote eines belie- 
bigen Pnnktes des Ranines niiveräiidert in Wert und Vorzeichen. 

Diese Bemerisnng efniöglicht die Auffindimg der neuen Vertikalpro- 
jektion P" eines beliebigen Punktes P, dessen Projektionen (P\ P") 
im alten Systeme bekamit sind. P" liegt nämlicli auf dem von P' 
auf ä^^ gefällten Lote P'Pi^ in einer Entfernung gleich der Strecke 
P"P^2- außerdem liegt P" in dem positiven Gebiet des neuen Systems, 
wenn sich auch P" in dem analogen 
befindet und umgekehrt. Diese Kon- 
struktion kann durch eine andere (neue) 
ersetzt werden, die ratsam ist, wenn 
sie für mehrere Punkte anzuwenden 
ist, und zu der ]uan auf folgende 
Weise gelangt. Es aei der Schnitt- 
punkt der beiden Achsen rt,j und ä^j 
und Pq der Punkt, in dem sich die 
durch P" zu (Xjg und durch P" zu ä^^ 
gezogenen Parallelen treffen (Fig. 71); 
dann liegt P^ bekanntlich auf dem 
Halbierer b des Winkels zwischen 

der positiven Richtung von ä^, und der negativen von Oj^. Um also 
P" zu erhalten, ziehen wir durch P" die Parallele zn «12, suchen 
deren Schnitt P« mit der fieraden ft und ziehen durch Po die Pa- 
rallele zn «i»; diese schneidet das von P' auf an getallte Lot in 
_P". — Wollen wir den neuen Aufriß einer Geraden g ^ (ß', g") haben, 
so genügt es, die neuen Vertikalprojektionen zweier ihrer Punkte zu 
verbinden; als den einen dieser Punkte kann man den horizontaleu 
Spurpunkt nehmen, da ja P," nichts anderes ist als der Pußpunkt 
des von P, auf ä^^ gefällten Lotes. Hat man demnach auf g einen 
Puukt P = (P; P") gewählt und P" gefunden, so ist g" = P"T-^'. ~ 
Aus dem Obigen ergibt sich nun das Verfahren, die neue Darstellung 
einer Ebene zu finden, die durch zwei sieh sehneidende Geraden oder 
eine Gerade und die Affinitätsachse gegeben ist. Versuchen wir die- 
selbe Aufgabe für eine Ebene t zn lösen, die durch ihre Spuren t^ 
und t^ gegeben ist. Da t^ mit t^ zusammenfallt, so wird i^ durch 
den Punkt t^a^^^^T^^ gehen müsBen. Beachten wir nun, daß die 
neue Vertikalspur t^ nur die Uralegung in die Grundrißebene jener 
Geraden * ist, in welcher die neue Aufrißebene tt^ die Ebene t 
schneidet; dann ist die erste Spur von S^ die Gerade ii^ ;s »i^, die 
zweite «] die in auf a^,, errichtete Senkrechte; i hat daher als ver- 
eintretenden Modifikationen kann der 
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titale Spur den Punkt ü^^t^v^. Wird nun die Ebene [t'ni'a] in die 
Aufrißebene umgelegt, so kommt der Piuikt üg in (U^) zn liegen auf 
der in zu t\ errichteten Senkrechten im Abstände 0(ü^ = OU^, 
auf der positiven Seite von %2, wenn auch u^ sich auf der positiven 
von «12 befindet^). Verbindet man nun (f/j) mit 1\^, so bekommt 

In einer ganz analogen Weise hätte man zu verfaliren, wenn man 
nur die Aufrißebene verlegen wollte. 

Zur Übung; Die beiden Projekt! oneelienen tI;, ti, sollen durch zwei andere 
zueinander rechtwinklige ersetzt werden, die auch durch die ursprüngliche Achse 
gehen (mit Benutzung des Seitenrisses). 

Um sofort zu zeigen, wie die Verlegung der Projektionsebenen 
zur Erleichterung der Lösung metrischer Probleme dienen kann^, 
nehmen wir nochmals die folgende 

Aufgabe : Den Abstand eines 
Punktes P = (P", F") vnn einer 
Ebene T = [ti,tJ\ zu bestimmen 
(Fig. 72), 

Wir nehmen als neue Vertikal- 
ebene Tt^ eine zu t^ senkrechte ; 
, die neue Achse ä^^ wird also eine 
beliebige zu t^ senkrechte Gerade. 
Wir suchen jetzt (3 und P". Da 
nun die Ebene t zu der neuen 
Aufrißebene senkrecht steht, so ist 
(vgl. Nr. 38 Schlußaufg.) der ge- 
suchte Abstand x der des Punktes 
P" von der Geraden t^- 

Zur Übung: Den Abstand zweier- 
I atallelen Ebenen mittels Verlegung einer 
Pro) khonacbcne und Anwendung der II. 
a Nr dS i finden 

49. E if g nz besondere Bedeutung erlangen die vorigen Ent- 
wicklungen bei dem folgenden 

Satz: Dupcli mehi fache und geeignete Verlegungen einer dep 
Projektionsebenen kann man das upsprüngliclie Paar Tri, fra durch 
ein beliebiges aiideies Piai >on zueinander senkrechten Ebenen 
TTi, IIa ersetzen. 

Beweis: Die beiden gegebenen Systeme seien S und S. Be- 




1) (üis) ist überdies der 



1 bezug auf die Gerade b symmetrische 



2) Weitete Anwendutit'en ganz anderer Art werden m 



1 II, Bande finden. 



y Google 



. Kap. Andere Kiinbtgritle aut LöeuDg metrischer Ptolileu 



83 



trachten wir eine beliebige Hilfsebene tt, die senkrecht zur Geraden 
TT^TT^ ist, 80 kann man durch diese, da sie senkrecht zu tt^ ist, die 
ursprüngliche Vertikalebene tt^ nach dem dargelegten Verfahren er- 
setzenj das so entstandene Projektionssystem sei T. Nun ist gemäß 
der Konstruktion tt aenkreehfc zu tTj, also kann man, wie oben, wieder 
ein neues System U erhalten, das als Fundamentalebenen ü^ und tt 
hat. Und schließlich, da sowohl tt als auch n^ senkrecht zu n^ sind, 
so kann man in dem letzteren die Ebene tt ersetzen durch Tig und 
gelangt so, wie gewünscht, zn B. — Der größeren Deutlichkeit halber 
woUen wir den Übergang von S in S noch einmal symbolisch hin- 
schreiben: S(TT,TTa), T(n,n), ?7(%tt), Sin^ü^). 

Diese Beweisführung, so sehr sie ancli theoretisch wichtig ist, 
liefert jedoch nicht die bequemste Lösung des allgemeinen Problems 
der Verlegung der Projektionsebenen; praktisch ist folgendes vorzu- 
ziehen : 

Angenommen, man wolle als neue Grundrißebene die Ebene 
T ^ [ti, t^] nehmen und als Achse jene Gerade dieser Ebene, die sich 
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im Grundriß als l' abbildet (Fig, 73), Man stelle sich nun die neue 
Aufrißebene vor als umgelegt auf die t und dann diese auf die alte 
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Gniiidrißebene gelegt. Es sei nun P ein beliebiger Punkt des Raumes, 
P' und P" seine alten, P und P, (P) und (P) die neuen Projek- 
tionen bzw. Umlegungen. P ist dann der Fußpunkt des von P auf 
T gefällten Lotes n; wir können also fnach Nr. 31) seine Projektionen 
P' und P" konstruieren, ebenso die Lage (P), die er annimmt, wenn 
T in die Zeiehenebene niedergelegt ist. Wir bestimmen die ent- 
sprechende Umlegmig (T) der neuen Achse, ebenso die Länge PqPo 
der Strecke PF. FäUen wir dann von (P) das Lot {P)H auf (f) 
und tragen auf diesem von H aus die Strecke PP ab, so ist der 
Endpunkt (P), Der Sinn, in weichem man die Strecke abträgt, ist 
beliebig, wenn es sich um einen einzelnen Punkt handelt, je nach 
dem Sinne, in welchem man sich die Ebenen umgelegt denkt. Sind 
noch andere Punkte da, Q . . ., so müssen (P) und (Q) sich auf 
dei-selben Seite von l befinden, wenn auch P und Q auf derselben 
Seite der t liegen, und umgekehrt. 

Damit ist die obige Aufgabe für den Punkt gelöst; man kann 
sie danach auch leicht für Geraden und Ebenen lösen. 



Zur Übung; Den kürzesten Abatand zweier Geraden zu finden, indem man 
sie durch geeignete Verlegung der Projektionsebenen in eine der apezielleji 
Lagen bringt, wie sie am Schluß yon Nr. 3S getenn zeichnet wurden. 

An die Stelle der oben an- 
gegebenen Konstruktion kann man 
in dem Falle, daß man als neue 
Achse eine der Spurlinien von t 
nimmt, eine noch einfachere setzen, 
deren Grundgedanke wir Tra- 
montini verdanken. Bevor wir 
dazu übergehen, sei bemerkt, daß 
dieser Fall wichtig ist, weil, 
wenn man diese spezielle 
Transformation, durch Ver- 
legung der Vcrtikalebene 
fortsetzt, man zu dem allge- 
meinen Falle gelangt. 

Es seien (Fig. 74) 1' und 1" 
die beiden Projektionen eines 
beheb igen Punktes im Räume 
in bezug auf die Ebenen tTj 
und TTg. I' sei seine Projekti 
auf die Ebene t und I" se 
Projektion auf die Ebene, weh 




durch t. gellt und 



;he 
recht- 
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winklig ist. Betrachten wir jetzt im Räume die Geraden 1 1' und 1 1', die 
von dem fragliehen Punkte auf die Ebenen tt^ und t gefällt sind, so be- 
stimmen sie eine zu ^ iu einem gewiesen Punkte senkrechte Ebene. 
Das Viereck Ol'l/' hat bei 1' ujid /' rechte Winkel, wähi'eud sein 
Winkel bei die Neigung tt, von t gegen die Grundrißebene ist (oder 
dessen Nehenwinkel); seine Seite l'O ist gleich dem Abstände von 1' Yon 
t^, während 11' gleich der ursprünglichen ersten Kote des betrach- 
teten Punktes ist; damit ist dieses Viereck bestimmt, somit kennt 
man auch die beiden anderen Seiten. Nun sind diese OT, der Ab- 
stand der neuen Horizontalprojektion des Punktee 1 von der neuen 
Projektionsachse, und 1 J", die neue Horizontal- Kote desselben Punktes. 
Beachtet man nun, daß 1 und J' sich auf derselben (windschiefen) 
Senkrechten zu t^ befinden, so hat man damit ein Mittel, sowohl J' 
als auch I" zu konstruieren. SoU die angegebene Transformation auf 
mehrere Punkte angewendet werden, so kann man die Konstruktion 
zweckmäßig in folgender Weise ausführen: Man nehme auf der Achse 
einen Anfangspunkt und einen positiven Sinn Ox an und ziehe 
durch eine Gerade, deren positive Richtung Oy mit Ox den Winkel 
«^ hildet; auf Ox trage man von aus Ox^, 0^2, Ox^ . . . gleich 
dem Abstände der Punkte 1', 2', 3' . . . von t^ ab, im positiven oder 
negativen Sinne, je nachdem die Punkte auf der einen oder anderen 
Seite von i^ liegen; idsdann errichte man die Senkrechten X^U^, 
Xg U^, ... in dem Gebiete von Oy oder im anderen Gebiete, je nach- 
dem die Horizontal-Koten positiv oder negativ sind, und zwar gleich 
diesen. Dann fällt man von U^, Dg . . . die Lote ÜiYj, Ü^Y^ . . . auf 
Op- Diese trägt man dann auf den von 1', 2', 3'. . , auf #, gefällten 
Loten von deren Fußpunkten Ä^ yl^ . . . ab und erhält so die Punkte 
i", ZJ", J/i", während man i', //'... erhält, wenn man F,, OFj ab- 
trägt. Man beachte, daß die neue Kote positiv oder negativ ist, je 
nachdem ü, auf der einen oder anderen Seite von Oy liegt; femer, 
daß r auf der einen oder anderen Seite von i, Hegt, je nachdem 
Y^, i'a . . . auf Oij sich belinden oder auf der Verlängerung. In 
Fig. 74 ist dies Verfahren auf den Würfel mit den Ecken 1, 2, 3 ... 8 
angewendet. 

Schlußwort über die Weehselhilfe zwischen der darstellenden und 
der elementaren analytischen Geometrie. 

Ölf. Grundriß-, Aufriß- und Seitenrißehene eines Mongeschen 
Systems bilden ein dreirechtwinkliges Dreiflach. Wir nehmen den 
Scheitel als Anfangspunkt eines kartesisehen Koordinatensystems, die 
Grundhnie als x- Achse, in positivem Sinne durchlaufen, als Achse der 
p und 2 den Schnitt der Seitenrißebene mit der Grund- und Aufriß- 
ebene. Alsdann nehmen wir eine beliebige lineare Maßeinheit. Dann 
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hat jeder Punkt als Koordinaten y und z, die Vertikal- und Hori- 
zontal-Koten, während seine Abszisse x die Maßzahl des Äbstandes 
des Ordinatenfußpunktes vom Koordinatenanfang ist. Und umgekehrt, 
sind die Koordinaten eines Punktes gegeben, so kann man leicht seine 
Projektionen finden. So kennt man auch von jeder Geraden, die duieh 
ihre Projektionen gegeben ist, die Gleichungen und umgekehrt; von 
jeder Ebene, deren Gleichung gegeben ist, kann man die Spurlinien 
zeichnen und umgekehrt. Somit kann jedes Problem der ßaum- 
geometrie sowohl rechnerisch als auch zeichnerisch gelöst werden; 
löst man es auf beide Weisen, so gelangt man damit in den Besitz 
einer wertvollen Kontrolle (vgl. auch die erste Fußnote zu Nr. 27), 
Wir geben hier einige Zahlen bei spiele, auf welche die obigen 
Bemerkungen anwendbar sind'), und empfehlen dem Leser, sie sowohl 
analytisch, als auch mit Hilfe der in diesem Werke dargelegten Ver- 
fahren zu lösen und sieh dabei der größten Genauigkeit zu be- 
fleißigen, um möglichst übereinstimmende Resultate zu erhalten: 

I. Gegeben: Die rechtwinkligen Koordinaten eines Punktes P. 
Gesucht: Der Radiusvektor r und dessen Richtungskosinus cos«, 
cos ß, eos y (Nr. 39a). 

Beispiel: 

a^ = 0,43, »/-0,32, ^ = 0,38. 

II. Gegeben: Der ßadiusvektor r eines Punktes P und seine 
Richtungskosinus cos a, cos ^, sowie das Vorzeichen von cos y. 
Gesucht: Die rechtwinkligen Koordinaten x, y, s des Punktes P 
(Nr, 39, VIII). 

Beispiel: 

r = 0,816, cos « — 0,760, cos ß = 0,335, cos y = -f. 
in. Gegeben: Der Radiusvektor r eines Punktes P und die 
Verhältniszahlen der Richtungskosinus eos « : cos ^ : cos y = « : 6 : c. 
Gesucht: Die rechtwinkligen Koordinaten ,r, y, s des Punktes P 
(Nr. 39, VIII). 
Beispiel: 

r = 0,587, a = 7,33, h = 3,51, c = - 6,T;!. 
IV. Die Entfernung zweier durch ihre Koordinaten gegebener 
Punkte Pj, Pj und die Richtungskosinus ihrer Verbindungslinie zu 
finden (Nr. 35, I; 46, I). 
Beispiel: 

all = 0,098, j/i== 0,315, ^i = 0,522, 
:c3= 0,532, j/ä-0>487, ?j= 0,240. 

1) Sie Bind dem Werke von F. Schilling entnommen, Über die Anwen- 
dungen der darstelkndm Geometrie, insbesondere über die PhofogrammetTie (Leipzig 
und Berlin 1904), S. U-16. 
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V. Die durcli die Gleichung ax + by -\- et = d gegebene Ebene 
darzustellen, sowie die Ächsenab schnitte u, v, w, die Länge l des vom 
K.Oürdinatenartfengspunkte auf die Ebene gefällten Lotes und seine 
Eiehtungskosinus cos ß, cos /3, eos y zu finden (Nr. 40e). 

Beispiel: 

a = 07,6, h = 83,9, c = 56,6, d = 33,7. 

VI, Die durch die Gleichung x cos k + y cos ß + b cos y = l ge- 
gebene Ebene t darzustellen und ihre Achsenabschnitte u, v, w zu 
finden, wenn l, cos ce, cos ß durch bestimmte Zahlwerte und das Vor- 
zeichen von cos ;- gegeben sind (Nr. 40c). 

Beispiel: 

l = 0,382, cos « = 0,709, cos ß = 0,513, cos ;- = +. 
VIL Die durch die Gleichungen ------- = ^ —q" = -- gegebene 

Gerade darzustellen und die Koordinaten ihrer Schnittpunkte mit den 
Koordinaten ebenen zu bestimmen (Nr. 11). 
Beispiel: 

x„ = 0,513, )/o = 0,178, ^^ = 0,230, 

cos a = 0,027, cos ß = 0,452, cos y = -. 
VUL Den Kosinus des Winkels zu finden, den die positiven 
Richtungen der beiden Geraden 

cos «.° = " cos ft' = ^s7f ' eoä «," = coa ß," ^ ^^f, 
miteinander bilden (Nr. 39 VII). 
Beispiel: 

Xg = 0,778, »/o = 0,612, s„ = 0,530, 

cos «1 = 0,550, cos ßi = 0,613, cos y, 1- 

cos «j = — 0,620, cos ß^ = 0,465, cos y^ = +. 

IX. Zwei Ebenen sind durch die Gleichungen «,3; + ("^iz-fCiS = (Zi, 
a^x -f- h.,y + (^Ä = (/., gegeben, man soll die Richtungskosinus ihrer 
Schnittgeraden und deren Spurpunkte bestimmen (Nr. 39a). 

Beispie!: 

a^ = 0,211, bi = 0,218, c^ = 0,375, d^ = 0,165, 
(I, = 0,366, K 0,570, c^ = 0,138, dg = 0,085. 

X. Zwei Ebenen sind durch die Gleichungen Oia;-|- fti^ + Ci « = <*!, 
a^x + h^y + c^« = d^ gegeben, man soll den Kosinus des spitzen 
Winkels der beiden Ebenen bestimmen (Nr. 40, IX), 

Beispiel: 
a, = 0,300, /', = 0,268, c^ = 0,402, d^ - 0,240 
«3=0,267, /,. = - 0,302, c,= - 0,276, d,= -0,115- 
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XI. Den Scknittpunkt der drei Ebenen 

20x + 21y + 4:9^-^11, 
löx + 69y + 63« — 46, 

lä« — 40i/- 18« 8 

zü finden (Nr. 27). 

XII. Gegeben: Zwei Geraden - — -' = — i'' = — ^S ~ — ~ 

~ o =- '; gesucht der liürzeste Abstand ST der beiden Ge- 

raden, die Rielitungsiiosiiius cos cc, cos ß, cos y der Geraden ST und 
die Koordinaten der Fußpunkte S, T (Nr. 32; 35, I). 

Beispiel: 

X, = 2,019, y, = 0,224, 2, = 0,517, 

cos ßi = 0,878, cos (5, = 0,136, cos y^ = + 

«3-1,277, 3/3 = 0,212, Sj = 0,252, 

cos ßg = 0,618, cos ß^ = 0,585, cos y^ = — .^) 

1) Weitere verwandte Beispiele finden flieh i 
metrie. Mit einer Sastmlung von 1800 Disposition 
metrie (Leipzig, 1901). 
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Zweites ßncli. 

Die Methode iler Zeiitralprojektioii, 
(Freie Perspektive.) 

Erstes Kapitel. 
Allgemeines. Darstellung der Punkte, Geraden and Ebenen. 

51. Alis der projektiven Geometrie dürfte das Wesen und der 
große theoretische Nutzen jener Operation bekannt sein, die man 
unter dem Namen der Zentraiprojektioii kennt. Wendet man sie 
auf eine Figur an, die in einer gegebenen Ebene liegt, so liefert sie 
uns ein DarsteUungs verfahren, das in dem in der Einleitung Nr. 2 
angegebenen Sinne auch eindeutig ist. Wendet man sie dagegen auf 
eine räumliche Figur an, so liefert sie uns eine ebene Figur, von der 
man aber nicht rückwärts ohne Zweideutigkeit auf die ursprüngliche 
Figur schheßen darf. Es soll nun im folgenden gezeigt werden, daß 
die Zentralprojektion in geeigneter Weise modifiziert zu einer Methode 
der darstellenden Geometrie werden kann, die nicht weniger voll- 
kommen ist, als diejenige, die wir im vorigen Buche dai^elegt und 
angewendet haben. 

Zu diesem Zwecke nehmen wir in endlicher Entfernung einen 
festen Punkt C an, das Projektionszentrum (Augenpunkt) und 
eine feste Ebene n, die nicht durch C geht, die Projektionsebene 
oder Bildebene (das Zeichenblatt). Um die gegenseitige Lage dieser 
beiden Grundelemente festzulegen, betrachten wir den I'ußpunkt (7^ 
des von C auf die Bildebene gefällten Lotee^); er heißt der Haupt- 
punkt, während wir die Entfernung GC^ die Distanz oder den Ab- 
stand nennen und immer mit d bezeichnen wollen; die Gerade CC^ 
wird auch wohl als die Sehachse bezeichnet. Ist Cg und d bekannt^ 
so kennt man auch den Kreis A mit dem Radius d und dem Zen- 
trum C^; ist umgekehrt dieser Kreis gezeichnet, so kennt man auch 
den Mittelpunkt C^ und seinen Kadius d: daher wird C einer der 
beiden Punkte sein, in denen die in Cg auf tt en-ichtete Senkrechte 
den Kreis trifft; man kann den einen oder anderen, aber ein für 
allemal wählen. Die Ebene ir teilt den ganzen Raum in zwei unbe- 
grenzte Gebiete; wir wollen dasjenige, in welchem sich C befindet, das 

1) Im allgemeinen wollen wir mit % die Orthogonalprüjektion einer be- 
liebigen Pigui )f auf die Bildebene bezeichnen, jedoch mit 3-' die Zcntralpro- 
jektion TOD G aus. 
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positive, das andere das negative Gebiet nennen. Den „Distanz- 
kreis" A wollen wir uns immer auf der positiven Seite von ir ge- 
zeichnet denken. 

52. Es sei P ein beliebiger von C verschiedener Punkt des 
Rauraes; der projizierende Strahl CP schneidet die Bildebene in einem 
einzigen, bestimmten Punkte P', der die Zentralprojektion, das 
Sehaubild oder kurz das Bild von P heißt. (Ebenso ist P' aber 
auch das Bild aller auf der Geraden CP gelegenen Punkte.) P' ist 
immer verschieden von P, ausgenommen, wenn P in der Bildebene 
liegt; P' liegt im allgemeinen auch in endlicher Entfernung, ausge- 
nommen, wenn P in der durch zu n parallel gelegten Ebene tt* 
sich befindet. Diese neue Ebene, die wir noch öfter zu betrachten 
nötig haben, trägt den Namen vordere Parallelebene oder Ver- 
schwindnngaebene; die zu tt* in bezug auf n symmetria che Ebene 
TT** heißt hingegen die hintere Parallelebene oder Gegenebene. 

Es sei femer </ eine beliebige nicht durch C gehende Gerade des 
Raumes. Die sie projizierende Ebene Cg schneidet die Bildebene in 
einer einzigen bestimmten Geraden g", welche die Projektion oder 
das Bild von g ist; ebenso ist aber diese Gerade auch das Bild aller 
in der projizierenden Ebene liegenden Geraden. (/' fällt dann und 
nur dann mit g zusammen, 'wenn g in der Bildebene hegt; sie liegt 
im Unendliclien nur, wenn (/ in der Vers eh wiü dungsebene liegt. 

Es ist klar: Wenn i^iii Punkt nnd eine Gerade Inzident sind, 
so findet dies anch fUr ihre Projektionen von irgend einem Zentrum 
auf eine beliebige Ebene statt. Jedoch ist die Umkehr dieses Satzes 
offenbar nicht richtig; mim kann nur sagen: Wenn die Projektion 
eines Punktes auf der euts)>rec]ienden einer Geraden liegt, so liegt 
dieser Punkt in der die Gerade projizierenden. Ebene; oder mit an- 
deren Worten: Die Gerade triflt den Projektionsstrahl des Punktes; 
oder endlich: Der Projektionsstrakl des Punktes liegt in der Pro- 
jektionsebene der Geraden. Man kami jedoch hinzufügen: Wenn das 
Zusammenfallen der Projektion eines Punktes mit der entsprechenden 
Projektion einer Geraden stattfindet für zwei verschiedene Systeme, 
so liegt der betr. Punkt auf der betr. Geraden. 

Das der Ebene Cg (die die Gerade g von C aus projiziei-t) 
duale Element ist der Punkt tt^, in welchem (/ die BÜdebene schneidet. 
Diesen sehr bemerkenswerten Punkt nennen wir den Spurpunkt der 
Geraden (vg!. Nr. 11) und bezeichnen ihn gewöhnlich mit T (oder 
i\. T2 ■ ■ ■ oder V, U, usw.). Aus dieser Definition ergeben sich 
sofort folgende Sätze: Der Spurpnukt einer Geraden ist der einzigste 
Pnnkt, der mit seinem Schanbilde znsammentllUt. Er tjlllt ins Un- 
endliche nur. wenn die Gerade zur Bildebene parallel ist. Das Bild 
einer Geraden geht durch ihren Spurpiinkt. In den Spurpnukt eines Pro- 
jektionsstrahles fallen die Projektionen aller seiner Punkte zusammen. 
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öZ, 7m einem anderen bemerkenswerten Punkte für eine beliebige 
Oerade des Raumes gelangt man auf folgende Weise: Es sei g eine 
weder durch das Projektionszentrum gehende, noch zur Bildebene 
parallele Gerade, T und T* (Fig. 75) 
ihre Schnitte mit den Ebenen tt 
und TT*. Indem wir jedem beliebigen 
Punkte P Ton <j seine Projektion Z-*' 
auf g' entsprechen lassen, werden rj 
und g zu Trägern zweier in bezug 
auf C perspektivischer Punktreihen. 
In dieser Korrespondenz ist T der 
Doppelpunkt; dem unendlich fernen 
Punkte / auf q entspricht aber auf 
g der Punkt J', in welchem die ~ 
durch C zu g gezogene Parallele p 
die TT schneidet, hingegen dem un- 
endlich fernen Punkte von g' ent- 
spricht der Punkt r*, in welchem die 
Ver seh windungs ebene von der g ge- 
troffen wird. T und T* sind also 

die beiden Fluchtpunkte der Punktreihen g und g' . Der erstere dieser 
Punkte heißt der Fluchtpunkt der Grereiden g. Der Flnchtpnukt 
einer Geraden ist demuacli der Spurpnnkt der zu der Geradeu dnrcli 
das Zeiitmia gezogenen Parallelen anf der ßüdeheue. Für eine zur 
Bildebene pai-allele Gerade geht der Fluchtpunkt ins Unendliche, 
wälirend er für einen Projektionsstrahl mit dessen eigenem Spurpunkte 
zusammenfällt. ■ — Aus der Definition des Fiuehtpnnktea ergibt sich: 

Parallele Geraden haben denselben Fluclitpnnkt, nud umgekehrt. 
Jede Gerade des Raumes hat nicht nur einen bestimmten Spnrpunkt, 
sondern anch einen bestimmten Fluchtpunkt. Umgekehrt: Wühlt 
man beliebig auf der Bildebene zwei Punkte T und J', so kann 
man diese immer als Spnr- und Fluchtpunkte einer bestimmten Ge- 
raden des Raumes aufTassen (nämlich der durch T zu CT gezogenen 
Parallelen). 

Aus dem Vorhersehenden ergeben sich nun auch leicht folgende 




I. Die Projektion zweier sich schneidender Geraden gibt im 
allgemeinen wieder zwei sich schneidende Geraden, schneiden sie 
sich aber in der Verschwindungsebene, so besteht die Projektion 
aus zwei parallelen Geraden. 

II. Projiziert man zwei zueinander parallele Geraden, so ei'hült 
man zwei sich sehneidende oder parallele Geraden, je nachdem die 
betreffenden Geraden nicht parallel oder parallel zur Bildebene sind. 
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III. Pi 0)1/1« t man 7woi wmdscliiefp treiailen so erhält mau 
auf der Bililehene im allBeinemeii zwoi siih schneidende, dagegen 
zwei parallele Geraden dann und nui dann wenn die Spuren der 
heiden betieffenden Geraden anf der Vei sehn indnngsehene in gerader 
Linie mit dem Projektionszentriim liejfen 



54. Die Betiithtungen die uns bei dei iTeradeu zu den E 
des Spur- md des Eluchtpunktes führten liiliien in geeigneter Weise 
modifiziert uds zu ihr liehen Begriffen bei dw Ebene, wie wir jetzt 
zeigen wollen. Die Schnittlinie einer beliebigen Ebene t mit der Bild- 
ebene ist der geometrische Ort der Spurpunbte aller in ihr gelegenen 
Geraden; sie heißt die Spurlinie der Ebene (vgL Nr. 13), und wir 
wollen sie gewöhnlich mit t oder t^, t^ . . . u, v usw. bezeichnen. Sie 
liegt nur dann im Unendlichen, wenn t parallel zur Bildebene ist. 
Liegt eine Gerade g in einer Ebene t, so fällt die Spur von g auf 
die Spurliuie von x; die Umkehrung dieses Satzes ist jedoch offen- 
bar nicht richtig. Für eine projizierende Ebene aber fallen die 
Projektionen aller ihrer Punkte und Geraden in die Spurlinie. Nehmen 
wir den Füll, daß t weder durch das Projektionszentrum noch parallel 
zur Bildebene laufe, und lassen wir jedem Punkte P von t seine 
Projektion V entsprechen, so werden t und tt die Träger zweier 
ebener perspektiver Systeme. Die Spurlinie t von t ist die Perspek- 
tivitätsachse; der unendlich fernen Geraden i von t entspricht die 
Spurlinie i' der durch C zu t parallel gelegten Ebene mit der rr, 
während der unendlich fernen Geraden von n die Gerade i* entspricht, 
in welcher die betrachtete Ebene die Verechwindungsebene schneidet. 
■i' und t* sind demnach die tluchtlinien der beiden Systeme t und tt 
(s. Pig. 75). Die erstere heißt die Fhichtgerade der gegebenen 
Ebene. Die Fluchtgerade einer Ebene ist also die Spur der zu ihr 
durch das Projektionszentrum parallel gelegten Ebene auf der Bild- 
ebene. Sie ist zugleich der geometrische Ort der Fluchtpunkte aller 
in jener Ebene enthaltenen Geraden. Für eine zur Bildebene parallele 
Ebene liegt die Flachtgerade im Unendhehen, während sie für eine 
projizierende Ebene mit deren Spurlinie zusammenfällt. Es ei^eben 
sich nun leicht folgende Sätze: Parallele Ebenen haben dieselbe 
Fluchtgerade und umgekehrt. Wenn eine Gerade und eine Ebene 
zueinander parallel sind, so liegt der Fluchtpunkt jener auf der 
Flnchtgeraden dieser und umgekehrt. 

Jede Ebene des Raumes hat eine bestimmte Spurlinie und eine 
bestimmte Fluchtgerade, und zwar sind beide immer zueinander pa- 
rallel. Umgekehrt: Zwei zueinander parallele Geraden t und i' in 
der Bildebene können immer als Spnrlinie und Fluchtgerade einer 
bestimmten Ebene angesehen werden, näraüeh der durch t parallel 
zur Ebene Ci' gelegten. 
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Anmerkung. Geht eine Ebene t durch eine Gerade g, so gehen 
die Spurhnie t und die Fluchtgerade i' jener durch die Spur T und 
den Fluchtpunkt I' dieser; insbesondere wenn g eine zur Bildebene 
parallele Gerade ist, so fallen T und /' ins Unendliche, daher sind 
dann i und i' zu n' parallele Geraden. Daher sind die Spnrliiiie 
null die Flachtgerarte einer dnrch eine zur Bildebene parallele 
Gerade gehenden Ebene Parallele 7U der Projektion jener Geraden. 

55, In Nr. 53 wurde bemeikt, daß wenn eine Gerade gegeben 
ist, man ihren Spur- und Fluchtpunkt kennt, und umgekehit, wenn 
jene beiden Punkte beliebig gegebi-n werden, dadurch die Gerade ein- 
deutig bestimmt sei. Darauf folgt daß man zur Darstellung einer 
Geraden ihren Spnrpnnkt T nnd ihren Fluchtpunkt J' nehmen kann: 
durch die Schreibung g = (TI") wollen wir nun symbolisch aus- 
drücken, daß g jene Gerade sei, die T als Spurpunkt und /' als 
Fluchtpunkt hat. T und 1' heißen die Bestimmnngs- oder Darstellnngs 
Elemente der Geraden; den Abstand dieser beiden Punkte wnllen wir 
das Intervall der Geraden nennen. 

Ist P ein beliebiger Punkt von g, so wird seine Projektion P' 
ein bestimmter Punkt von g' sein; umgekehrt; Sind die beiden Punkte 
T und r, sowie der Punkt P' auf ihrer Verbindnn^linie gegeben, 
so ist dadurch der Punkt P bestimmt; er ist nämlich der Punkt, in 
welchem der Projektionsstrahl (7P' die Gerade g trifft. Damit haben 
wir ein Mittel, die sämtlichen Punkte P des Raumes auf der Bild- 
ebene darzustellen, und dies können wir symbolisch ausdrücken durch 
die Schreibung P ^ (Ti', P'), wobei immer einbegriffen ist, 
daß die drei Punkte T, I', P' in gerader Linie liegen. Es ist 
klar, daß ein beliebiger Punkt des Raumes oo- solche Darstellungen 
zuliißt, da man ihn als auf jeder der durch ihn gehenden c»^ Ge- 
raden ansehen kann. Wenn P der Verschwindungs ebene angehört, 
so liegt P im Unendlichen, was wir dann durch f-iTI^F'^) 
ausdrücken wollen. 

Die angegebene Dar s teil ungs weise der Geraden des Raumes er- 
fordert in speziellen Fällen besondere Vermerke: 

a) Ein Projelctionsstrahl r ist hinlänglich durch seinen Spur- 
punkt T bestimmt, wir drücken dies durch die Schreibung r = (T) aus. 

b) Wenn insbesondere jener Projektionsstrahl in der Verschwin- 
dungsebene liegt, so liegt T im Unendlichen, aber in einer gewissen 
Richtung, mit anderen Worten: es ist dann r der zu einer bestimmten 
Geraden a' der Bildebene parallele Projektions strahl. Dies wollen wir 
ausdrücken, indem wir schreiben r ^ («'). 

c) Eine Gerade der Bildebene hat sich selbst als Projektion; ihr 
Spurpunkt ist unbestimmt, ihr Fluchtpunkt unendlich fern. 

d) Eine zur Bildebene parallele Gerade g ist durch ihre Projek- 
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tion g und einen ihrer Punkte P = {TJ\ P') bestimmt; ff ist näm- 
lich dami die durch F zu g' gezogene Parallele. Wir schreiben dies 
daher !)=((!'; TT, P'), immer einbegriffen, daß P' der Schnitt- 
punkt der Geraden g' und TT ist, 

e) Eine beliebige Gerade der Verschwindungsebene wird man 
zweckmäöig durch zwei ihrer Punkte P und Q bestimmen, deren 
Projektionen allerdings im Unendlichen liegen; wir schreiben daher 
ff =^ (rr, Pi; UJ', Q'^), um auszudrücken, daß g die beiden Punkte 
F = [TI', PL) und Q = (UJ', ^'„) verbindet- 

56. In Nr. 54 wurde bemerkt: Wenn man eine Ebene kennt, eo hat 
man damit ihre Spuriinie und Fluehtgerade; nimmt man mngekehrt 
auf der Bildebene zwei beliebige parallele Geraden, die eine als Spurlinie, 
die andere als Pluchtgerade einer Ebene, so ist diese dadurch eindeutig 
bestimmt. Daraus folgt, daß man eine Ebene t darstellen kann, 
wenn man ihre Spnrlinie t nnd ihre Flachlgerade /' beliebig an- 
nimmt, wenn nur jene beiden Geraden einander parallel sind. Durch 
die Schreibung T = [ir| wollen wir nun symbolisch ausdrücken, daß 
T jene Ebene sei, deren Spurlinie t und deren Fluchtgerade t' ist, 
vorausgesetzt, daß ( und i' einander parallel sind, t und i' 
wollen wir die BestJmmnngs- (nler Darstellungs-Elemente der Ebene 
nennen, Ist insbesondere x eine projizierende Ebene, SO genügt die Spur 
i zu ihrer Bestimmung; in diesem Falle schreiben wir t = [t]. Diese 
Art der Darstellung wird hinfällig, wenn es sich um Ebenen handelt, 
die parallel zar Bildebene sind, weil dann t und i' mit der unendlich 
fernen Geraden der Bildebene zusammenfallen. Aber eine solche Ebene 
ist offenbar auch bestimmt durch einen einzigen ihrer Punkte 
P^iTF, P'), daher woUen wir hier schreiben t = {TP, PJ, indem wir 
darunter verstehen, daß t die durch P zu ir parallel gelegte Ebene ist. 

Aus dem Vorhergehenden ergibt sich noch eine neue Methode, 
Punkte des Raumes darzustellen, die darin besteht, sie durch iiire 
Projektion und eine durch sie gehende Ebene zu bestimmen; jeder 
Punkt kann somit auf oo^ derartige Weisen dargestellt werden. 
Durch die Schreibweise P={U', P') wollen wir ausdrücken, daß P 
jener Punkt der Ebene [ii'J sei, in welchem diese von dem Projek- 
tionsstrahle CP' getroffen wird. 

In ähnlicher Weise ergibt sich daraus ein, von dem in voriger 
Nummer dargestellten verschiedenes, Verfahren, eine zur Bildebene 
parallele Gerade darzustellen. Zu diesem Zwecke beachten wir, daß 
eine derartige Gerade durch ihre Projektion g' und irgend eine sie 
enthaltende Ebene \ti'\ bestimmt ist, vorausgesetzt, daß t,i', g' 
einander parallele Geraden sind (vgl. den Schluß von Nr. 54); 
wir schreiben g ^{ti', g"). Liegt jedoch// in der Verschwindungs- 
ebene, so geht g' ins Unendliche, und indem wir dann g^(fi') 
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sehreiben, soll dadurch ausgedrückt werden, daß g jene Gerade ist, in 
welcher die Ebene [/*'] die Ebene tt* schneidet. 

57. Aus den oben gemachten Annahmen und Definitionen wollen 
wir nun sogleich eine Reihe von Folgerungen ziehen. 

I. Haben zwei Geraden g^ und g^ denselben Fluchtpunkt /', so 
sind sie einander parallel und bestimmen eine Ebene, die als Spur- 
linie die Gerade t hat, die die Spurpunkte von g^ und g^ verbindet 
und als Fluchtgerade die durch T zu ( gezogene Parallele. 

n. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß zwei 
Geraden, von denen keine der Bildebene parallel ist'), sich schneiden, 
ist, daß die Verbindungslinie ihrer Spiirpunkte parallel zu der ihrer 
Fluchtpunkte ist; diese Gei'aden sind dann die Bestimmungselemente 
der Ebene jener beiden Geraden und ihr Schnittpunkt projiziert sich 
in den Schnitt ihrer Projektionen^). 

Znr l'buug: Gegeben eino {Tl', T') der oo' Darstellungen eines Punktes; 
um eine beliebige andere {VJ\ P') zv. bestimmen, kann man beliebig einen 
der Punkte TJ, J' wühlen; oder auch die Gerade UJ' (durch P' gehend) und 
das Intervall UJ'. 

Aus den unter I und II gemachten Bemerkungeu ergibt sich so- 
gleich ein Verfahren, dnrcli einen gegebenen Punkt P={TI', P") 
die Parallele zu einer gegebenen Geraden g zn ziehen^). 

Ist g^{UJ") nicht parallel zur Bildebene (Fig. 76), so hat die 
gesuchte Gerade x, weil parallel zu ;/, auch den Fluchtpunkt J'. Da 
X außerdem durch P geben muß, so muß ihre Projektion durch P' 
gehen, x ist also die Gei'ade F'J\ Nun 
gehen die beiden Geraden x und TI' 
durch denselben Punkt P, liegen also in 
derselben Ebene, deren Fluchtgerade 
i' ^ I'J' und deren Spurlinie die durch 
T zu i' gezogene Parallele ist. T^ ^ tx' 
wird der Spurpunkt der gesuchten Ge- 
raden sein, diese ist also x ^ {T^-T). Man 

beachte, daß bei dieser Losung U nicht verwendet wird, wie es ja 
auch sein muß, da ja bei der betrachteten Geraden nur die Richtung 
in Betracht kommt. Ferner ist zu bemerken, daß die angegebene Kon- 
struktion keine wesentlichen Änderungen erfährt, wenn P in der Ver- 
geh windungs ebene liegt, also P' unendlich fern ist. 

1) Be>^üglich des hier ausgeschlossenen Falles s. Nr. 58, Anwendung, 
a) Ist X der den beiden Geraden {T^I^") und {T^I{) gemeinsame Punkt, 
so ist oti'enbar, weil die Geraden T^T^ und J,'Jj' einander parallel sind, 
X'l\ _ X% 
X'i,' ~~ X'I^' 
3) Den Fall, daß P durch ((»', P') bestimmt ist, führt man auf den. oben 
betrachteten zurück, indem man, eine Hilfsgerade durch P in der Ebene [tt] zieht. 
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Ist aber die Gferade g parallel zur Bildebene, so werden wir sie 
(nach Nr. 55d) durch y = (g'; TJJ', M") darstellen, oder (Nr. 5ü) durcli 
g = (ti', g'); da nun g und die gesuchte G-erade x beide zur Bild- 
ebene parallel sind, 30 ist x parallel zu g' (Nr. 53 II), und da sie durch 
P geheu soll, so wird x = (x'; TT, F) sein. 

III. Es seien T nnd T* die Schnitte eiuer Greraden g mit den 
beiden Ebenen tt und tt*; ziehen wir durch G die Parallele p zu g, 
so schneidet diese tt in /' und in der die g projizierenden Ebene 
entsteht das Parallele gi-amm CI'TT*. Die Gerade TI' ist das Bild 
g' von g, während T*C der Schnitt der g projizierenden Ebene mit 
der Ebene tt* ist. Folglich: Die Schnittlinie der eine Gerade proji- 
zierenden Ebene mit der Verschwindnngsebene ist die durcli das 
Projektionszeiitrnra zur Projektion jener Geraden gezogene Parallele. 
Dies beweist uns nun: Haben zwei Geraden zwei einander parallele 
Bilder, so scbneiden sich die sie projizierenden Ebenen in der Ver- 
schwindnngsebene. 

IV. Haben zwei Ebenen t, nnd xa als Spnren *i and ti («der als 
Fluchtgeraden /i' nndiä') zwei einander parallele Geraden, so müssen 
sie sich in einer znr Bildebene parallelen Geraden schneiden. Die Ge- 
rade T^Tj trifft sowohl (j als auch t^ und geht daher auch durch 
deren gemeinsamen unendlich fernen Punkt, d. h. sie wird parallel zu 
beiden sein, und somit zu ihrer gemeinsamen Ebene, d. i. der Bild- 
ebene. Fügen wir noch hinzu, daß die Projektion der Geraden TjT^ 
parallel zu den Spurlinien ist fg Nr 'i4) Die Umkehrung des Satzes 
ist offenbar auch zutieffend 

V. Ist g = (Tl ) eine bell bige Gerad so imd lie Strecken 
TJ' und T*C (vgl Pig l'^i aquipoUent (d h gleich und gleich ge- 
richtet). Betrachten wn daher eine zweite Gerade g^^{Tf I^') von 
der Art, daß die 1 eiden "strecken TJ und T^ I^ einander aquipollent 
sind, so wird die Strecke T* C aquij ollent mit beiden %em und daher 
ist T* der Schnitt Ton tt* sowohl mit g als auch mit ^r^ Daraus 
folgt: Bestimmen die Darstellnngselemente zweier Geiaden zwei ein- 
ander ü(|nipoUente Stiecken so schneiden sich die Geiadeii selbst 
anf der Vei'schwindungsebene nnd umgekehrt 

VI. Die Spurliuie t und die Fluühtgerade i emei El ene t be- 
grenzen auf der Bildet cne einen stielten der eine bestimmte Breite 
hat. Betrachten wn als positiven bmn derselben jenen in welchem 
sich ein Punkt bewegt 1er von f aus m &enkiet,htei Richtung zu 
beiden Gcrdden aut ; zuUnft Imn können zwei i^olche Streifen 
mit emandtr parallelen Gienzlinien die dieuelbe Breite und lenselben 
Sinn haben durch e nfaehe tranelatonsche "VeiaUiielung zui Deckung 
gebracht neiden. I t nun l^ die Schmttlin e v n t mit tt* und j 
die Schnittlinie von tt' mit dei j injizierenden El eie die jai^llel zu t 
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läuft (s. Fig. 75), 80 sind offenbar die beiden Streifen ti' und f*j von 
der besprochenen Art. Daraus ergibt sich, daß, wenn wir eine zweite 
Ebene Tj = [^i'i'] betrachten und voraussetzen, daß die beiden Streifen 
ti' und t^i^ immer durch einfache Verschiebung zur Deckung gebracht 
werden können, wir in n* denselben Streifen t*j bekommen werden. 
Die Gerade ;* ist also die Schnittlinie von tt* sowohl mit t als auch 
mit T,; die Ebenen t, t^, tt* gehören also demselben Büschel an, 
folglich: Bilden ilie Bestimmuiigselemente zweier Ehenen zwei Streifen, 
die sich durch trauslatorische Verschiebung zur Decknng bringen 
lassen, so schneiden sich diese Ebenen auf der Verschwindnngsebene, 
und umgekehrt. Ziehen wir hierans eine Folgerung: Stellt man die 
Geraden der Ebene ir* auf die zum Schluß der vorigen Nummer an- 
gegebene Art dar, so erkennt man: Die notwendige und hinreichende 
Bedingung dafür, daß iH) und (d/i') die Darstellungen derselben 
Ueraden der Verschwindnngsebene seien, ist, daß die beiden Streifen 
tf und tili durcli einfache Verschiebung zur Deckung gebracht 
werden kSnuen. 

VII. Aus den beiden vorigen Sätzen kami man nun leicht fol- 
gendes ableiten: Wenn eine Gerade j7 = (TJ') nnd eine Ebene T = [(f| 
sich auf der Verschwiu dungsebene schneiden, und man zieht durch 
T und r die ParaUeien u und // zu ( l)zw. i', so kann der Streifen 
tii{ durch einfache Verschiebung mit dem Streifen tf zur Deckung 
gebracht werden; die Geraden^ schneidet ( und t in zwei Punkten 
Ti und Jj derart, daß die Strecken TI' und T\Ii äquipollent sind 
nud umgekehrt. 

Diese Bedingung kann auch als notwendig und hinreichend an- 
gesehen werden dafür, daß die Gerade g = {T^') die Gerade h = (ii') 
der Versch windungsebene trifft (vgl. Nr. 56 Schluß). 

Aus dem oben Gesagten ergeben sich auch die Lösungen der 
beiden folgenden Aufgaben: 

1. Den Punkt P= (Ti', J*') mit dem Spnrpnnkte der Geraden 
g = {TiI{) auf der Verschwindnngsebene zn verbinden. 

Das Bild x' der gesuchten Geraden x ist die durch P' zu g ge- 
zogene Parallele. Wir ziehen daher die Strecke TH äqnipoUent 
mit I^T^ und bestimmen den Punkt T^, in dem sich die Geraden 
TH und x' achneiden. Schließlich suchen wir den Punkt I^, in 
welchem x' von der durch T zu 1\H gezogenen Parallelen getroffen 
wird. Dann ist x^{T^I^) die gesuchte Gerade. 

2. Den Punkt F = {TI% P') mit der Spnrlinie der Ebene t = {t€] 
auf der Verschwindnngsebene (durch eine Ebene) zu verbinden. 

Es sei {T^Ii) eine beliebige Gerade g von t, dann bestimmen 
wir (nach der vor. Äufg.) die Verbindungslinie x = (T^IJ) des Punktes 

Loriu-Schütte, üm'Elelleiide Gsometiic. T 
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P mit dem Spurpunkte der Geraden (2",/ ') auf der Versehwiadungs- 
ebene; die durch T^ und IJ zu der Genien t (oder auch t) ge 
zogenen Parallelen sind die Bestimmungselemente der ges chten 
Ebene. Ist P als {W, P') gegeben, so tr tt au "itelle d eser Kon 
struktion eine einfachere (m. s. Nr. 68). 

Zur Lliiing: I. Zwei Geraden Bind von de ße ehatfenhe t daß der bpur 
punkt der einen Fluchtpunkt der anderen ist wel he ge metnsche Bez ehnng 
hesteht zwischen ihnen? — Man heantworte die analoge Frage f r zwe EhonPn 

II. Man kennt die Projektionen von drei Punkten i B C einer Deraden 
r~(ri'): den Wert l des Verhältniaaes ÄG:m~ k finden M n beacl t* 
" ": .4(7;£r.' = (^BCl) = (.^'£'(rj')],— Umgekehrt we de Pu kte d £ 6 



auf der Geraden r gegeben sind und da« Verhaltn s I a best it 
das DoppelverhäUnia {A' B' CT) = ly, ebenso C zu best mm en venn 
Pnnkte A', B', I' und l kennt. 

III. Eine gegebene Strecke AB auf der Geraden j Tl n 

Teile zu teilen. — [Ist X der erste Teilpunkt, aohtn -il XI — 

woraua aich X' ergibt]. 

IV. Den Schwerpunkt einea Dreiecke best mmen wen ma 
jektionen der Ecken nnd seine Ebene x^jf | kenn 

V. Von einem Kegelachnitte r k nnt man d e Projekt on f u 
Ebene t = [(j'J. Den Mittelpunkt wnd xe ne irt zn finden 

VI. Auf einer Geraden g^{TT) st e ne Strecke M'\ gegeben 



1 [durch 



veriJoppoln, verdreifachen, vetTierfachei 



d aoU 
— l } ne au de n II ent- 
haltene Methode r ckz gre fen 
kau man aut folgende Weise 
verfahren In e ner bei eh gen 
durch g gehenden EVene t z ehe 
man e ne zu 3 parallele I. erade 
q In dersdben Ebene z ehe 
man dur h Jlf nd A zwe zu 
e nander paj llele Gerade d e 
g n 31 nd V sehne len 
Verb ndet man 1f m t JV und 
z eht d ch ¥ zu Jlf ^ de 
Parallele so eihält man auf 3 
einen Punkt I von der Beschaffen- 
heit daß "\P= JKpii = 5^, 
laher ist MF = 2 MN~ Verhin 
det man dagegen N^ mit M und 
zieht durch 1/^ die Parallele zur 
Verbindungslinie so erhält man 
einen Punkt P derart d,iB PM 
= il/ "\, = MT daher ist PN 
= 2 If A Zieht man dann PP, 
paaallel zu A JV^ nnd P,5 parallel 
zu jY, P, so hat man Äf ^ = 3 ilf iV usw. — Um diese Konstruktion in der Bild- 
ebene auBzufübren (Fig. 77), ziehe man durch I' zwei beliebige Geraden i' und 
g^', welche das Bild von g^ sein soll, während i' die Fluehtgerade von t sein 
möge. Von einem beliebigen Punkte /,' auf »' projiziere man M und N' auf 
jr/ als M,' und N,'. Ist dann I^' ^^M^' N'-i', so ist P' = J,' N,' ■ g' ; während, 
wenn I^' ^^ 31' N,' ■ i\ y ^ T^'M^'-g' sein wird. Ferner ist P,' ^nP'l^'-g^' usw. 
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Zweites Kapitel. 
Koten und Neigungen. 

58. Außer den in dem vorigen Kapitel besprochenen Darstellungs- 
eleineiiten wird es sieh als nützlich erweisen, auch metrische Ele- 
mente, die mit jedem Punkte, jeder Geraden und jeder Ebene des 
Raumes Terknüpft sind, einzuführen. 

Ist P ein Punkt des Raumes und nehmen wir eine beliebige Maß- 
einheit an, so bezeichnen wir als Kote (vgl. Nr. 6) von P die Zahlj>, die 
den Abstand des Punktes P von der Bildebene angibt, und zwar ist 
sie positiv oder negativ, je nachdem P auf derselben oder der anderen 
Seite von tt liegt, wo sich das Projektionszeutrum C befindet. Zum 
Beispiel: Alle Punkte der Bildebene haben die Kote Null, alle der 
Verschwindungs ebene n* die Kote d, die der Gegenebene tt** die 
Kote ^ d. Betrachten wir einen beliebigen Punkt P der Geraden 
g^ (TP), so haben wir auf dieser die vier Funkte T, T*, P und I 
(im Unendlichen). Das Doppelverbältnis, das sie bilden, ist gleich 
dem ihrer Projektionen, daher hat man 

(PT*JT) = {P'T*'I'T') oder {P'T^'TT') = {T*PTI); 

nun liegen die Punkte I und T*' im Unendlichen, daher wird diese 
Beziehung zu der folgenden 

P''r f"!' 
PT FT 
Man sieht nun leicht ein, daß dieser zweite Quotient an Große 
und Vorzeichen gleich dem Verhältnisse - ist, d. i. der Koten von 
Ü und P. 

Es bestellt daher auch iia«h dein Vorzeieheu die Gleichheit 

S=4. (1) 

Um demnach die Aufgabe zu lösen. Auf der Geraden g = {TI') 
den Punkt mit der Kote p zu iiiiden, braucht man nur die Strecke 
TP nach dem Verhältnisse zu teilen, der Teilpuukt ist die Pro- 
jektion des gesuchten Punktes. 

Zur tibuug: Man bestimme den gcometriscben Ort der Punkte gleicter 
Kote, die auf einer gegebenen Ebene liegen. 

Anwendung: Mit Hilfe der Gleichung (1) kann man ein Kenn- 
zeichen aufstellen, ob zwei Geraden, von denen wenigstens eine parallel 
zur Bildebene ist, sich schneiden oder nicht. 
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a) Die beiden Geraden seien r^{TT) und s^(s'\ UJ\ P')- 
Wenn sie sich sehneiden, bo hat der Schnittpunkt X als Projektion 
den Punkt //; nun hat der Punkt X = (Tr, X') als Kote dJJ; 
da er aber auf der zur Bildebene parallelen Gemden s liegt, so ist 
seiue Kote auch gleich der des Punktee P, nämlich ä ^.,; also lautet 
die luzidenzbedingung; 

F^U X'T 
f7' ~~ X'T 

b) Die beiden Geraden seien hingegen (/^ ^ (^,'; Til^', Pj'} und 
Si ^ (Pä'; 2'jZg', Pf.'), und also beide parallel zur Bildebene. Schneiden 
sie sich im Punkte X, dessen Bild der Pnnkt r^'r^', so hat dieser 
dieselbe Kote, mag man ihn als Punkt von t\ oder r^ auffassen. Nun 
haben aber alle Punkte von fj die Kote von P^, uämlieh d-w-rj^!, 
und alle von r.2 die Kote d--^-r-p- Daraus folgt die Inzidenzbe- 



dingung: 



P,'7i' P,'/,' 



Der Leser wird nicht verfehlen, die Ähnlichkeit zwischen dieser 
Beziehung und der in Nr. 57, zweite Fußnote, für die Inzidenz zweier 
nicht zur tt parallelen Geraden aufgestellten aufzusuchen. 

59. Aus der Beziehung (1) kann man leicht weitere nützliche 
Folgerungen ziehen. Zuvor sei bemerkt, daß die beiden Ebenen tt 
und TT* den ganzen Eaum in drei Gebiete teilen: das erste zwischen 
TT und Tt* gelegen, das zweite außerhalb von tt* und das dritte jen- 
seits der TT, Die Punkte des ersten Gebietes sind dadurch gekenn- 
zeichnet, daß 0<p<rf, die des zweiten durch j) > (^ und die des 
dritten durch i> < 0; die speziellen Werte i' = 0, p ^ d, p = -~ d 
kommen den Punkten der Ebenen tt, tt*, tt** zu. Verknüpfen wir 
diese Bemerkungen mit der Beziehung (1), so können wir folgern, 
daß für die Punkte des 

ersten Gebietes 0<-=3ij-<l, daher ÜegtP'außerlialbTi' auf der Seite von T 

/.weiten „ p/>l- „ „ „ „ „ „ „ „ „ I' 

dritten „ jTr <t*j » ,. „ innerhalb „ . 

Insbesondere ist der Mittelpunkt von PI' das Bild desjenigen 
Punktes der Geraden {Tl'), in welchem diese die Gegenebene schneidet. 
Mit Hilfe dieser Bemerkungen sind wir imstande, aufzufinden, in 
welchem Gebiete des Raumes sich ein Punkt befindet, der durch seine 
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Projektion und eine ihn enthaltende Gerade bestimmt ist. Für einen 
Punkt, der durch seine Projektion und eine ihn enthaltende Ebene 
bestimmt ist, läßt sieh die analoge Frage durch folgenden Satz be- 
antworten, der sieh aus dem dargelegten Material leicht ergibt: 

Eine beliebige Ebene t = [(/"l wird durch die Ebenen n, n" in 
drei Gebiete geteilt: das eine liegt zwischen diesen beiden Ebenen, 
eins liegt diesseits der zweiten Ebene, das dritte jenseits der ersten 
Ebene; dem ersten entspricht das Gebiet der Bildebene außerhalb 
des Streifens tf auf der Seite von t, dem zweiten das analoge anf 
der Seite von /', dem dritten das Gebiet innerhalb dieses Streifens. 

60. Zwei beliebige Punkte P und Q einer Geraden bestimmen 
auf ihr ein endliches Stück, welches die 
Strecke PQ genannt wird; der übrige Teil 
kann als im' Unendlichen geschlossen ange- 
sehen werden und soll als die Pseudostrecke 
PQ hezeichnet werden. Projizieren wir nuu eine 
beliebige Strecke FQ von C aus auf ir, so er- 
hält man im allgemeinen wieder eine Strecke, in 
gewissen Fällen jedoch eine Pseudostrecke und 
dies letztere findet immer und nur dann statt, 
wenn die Strecke PQ die Verschwindungsebeue 
schneidet, mit anderen Worten, wenn der eine 
der Punkte P oder Q innerhalb des zweiten 
Raumgehietea sieh befindet, der aridere im ersten 
oder dritten. In diesen Fällen muß man als 
Projektion der Strecke PQ immer die Pseudo- 
strecke P'(^ ansehen, also das unendliche Stück, 
welches übrig bleibt, wenn man von der Ge- 
raden ff' das endliche Stück PQ' foi-tnimmt. Um zu erkennen, ob die 
Fall vorliegt oder nicht, genügt es, 
auf die in der vorigen Nummer ge- 
machten B emerkun ge n z ur üekzug reif en, 
vgl. uuch die Figuren 78 a), b), c); vor- 
ausgesetzt ist dabei, daß die Endpunkte 
P und Q in der gewöhnlichen Weise 
dargestellt smd, also P=(Tr, P'), 

Aus diesen Bemerkungen ergeben 
sich auch noch weitere, nicht weniger 
wichtige, die sich auf die Darstellung 
einfacher Vielecke beziehen. Betrachten 
wir nämlich z. B. ein einfaches Vier- 
eck ABCB, das in der Ebene [(*'] so 
gelten ist, daß nur die zwei Ecken A 
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und S in das zweite Gebiet des Raumes fallen, dann projizieren sich die 
Seiten AB und CD in die Strecfeen ÄS und C'B', vrährend die 
beiden anderen als Projektionen die Pseudostreeken SC und ÄD' 
haben (vgL Pig. 78). Demnach hat das endliehe Polygon ABGB als 
Projektion das unendliche Stück der Bildebene, das in der Figur 
schraffiert ist, und das man ein Pseadopolygon nennen könnte. 

61. Wir gehen jetzt zu den metrischen Elementen über, die mit 
einer beliebigen Geraden des Raumes verknüpft werden; man pflegt 
bei einer solchen zu betrachten 

1. Die „Länge" l, darunter versteht man die Länge des Stückes 
derselben, das zwischen den beiden Ebenen n und Tt* liegt, also die 
Strecke TT*. 

2. Die „Neigung" k, darunter versteht man den spitzen Winkel, 
den sie mit der Bildebene bildet, also den Winkel CIÜ^. 

Aus diesen Definitionen ergibt sich sogleich der Satz: Einander 
parallele Geraden haben dieselbe Länge und dieselbe Neigung. 
Zwischen l, a und der Distanz d bestehen folgende Beziehungen, die 
sich aus einer einfachen Betrachtung (der Fig. 75) ergeben. 

; = Yf* = CT = >^C"Co'"+"^F = Vd^~+ CoT' ; 
d C'~i' , . d . d 

Bin. = oo.a - ^; ^^^ " = T ' *g '' = CÜ' ■ 
Daraus folgt dann: Alle (ieradeu v«M gleicher Länge haben die- 
selbe Größe der Neignng und umgekehrt; die Fluchtpunkte solcher 
Geraden liegen auf einem Kreise, der de« Hauptpunkt als Zentmm 
und die Länge d • ctg a als Radins hat. 

Dieser Kreis heißt „der Kreis von der Neigung a"; für « = 
hat er den Kadius 0, für « = den Radius oo, während er für « = -^ - 
mit dem Distanzkreise zusammenfällt. 

Bei einer Ebene betrachtet man in analoger Weise: 

1. Die „Breite" l, darunter versteht man den Abstand der Ge- 
raden t und t*, in welchen sie die Ebenen ir und ti* schneidet, oder 
auch den Abstand des Projektionszentrums G von der Fluchtge- 
raden i' 

2. Die „Neigung" ß, darunter versteht man den spitzen Winkel, 
den sie mit der Bildebene bildet. — Es ist klar: Parallele Ebenen 
haben dieselbe Breite und dieselbe Neigung. 

Fällt man noch das Lot CH auf t', so ist auch CgH senkrecht 
zu i' und das rechtwinklige Dreieck CC^H ei^ibt: 
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Daraus folgt: Alle Ebenen gleicher Breite haben dieselbe Neigung 
ß nnd ningekehrt; ihre Pluchtgeraden berühren einen Kreis, dessen 
Zentmni der Hauptpunkt, dessen Kadias 
d'Cotgß ist. 

62. Aufgabe 1. Die Länge und Neigung 
einer Öeraden g = {Tr) durch Zeichnung 
zu bestimmen. Auflösung: Man verbinde 
den Hauptpunkt C'q (Fig. 80) mit J' und 
ziehe den ku Of^I' senkrechten Radius Ci,K 
des Di stanz kreise 8. Verbindet man dann 
K mit 1', so erhält man das rechtwinklige 
Dreieck, in welchem ^ ('»i'^ = "^^ "ud 
KI' = l ist. 

Aufgabe II. Die Breite l und Neigung ( 
(Inrch Zeichnung zu bestimmen. Auflösung: Man fälle (Fig. 81) 
das Lot C^H auf i', ziehe den zu *' parallelen Radius C^K, verbinde 
K mit H, dann ist in dem entstandenen rechtwinkligen Dreiecke 
■^ C^HK= ß und MK= l 

Anmerkung: Zu beachten ist, daß man bei diesen beiden 
Lösungen die Spuren nicht benutzt; der Grund davon ist leicht ein- 



! einer Rbene ■ 



= [tr] 





Aufgabe UI. Durch eine zur Bildebene nicht parallele ') Gerade 
g = {Tr) eine Ebene von gegebener Neigung ß zu legen. Auf- 
losung: Die Fluch tgeraden aller Ebenen von der Neigung ß berühren 
einen Kreis um C',, mit dem Radius d ■ ctg ß. Wir zeichnen diesen 
Kreis B. Andererseits muß die Fluchtgerade der gesuchten Ebene 
durch den Fluchtpunkt der gegebenen Geraden gehen; sie wird daher 
eine der Geraden «,', ij sein, die von 2' au B als Tangenten gezogen 
sind. Die durch 7' zu diesen gezogenen Parallelen t^ und f sind die 
Spuren der gesuchten Ebenen, Damit die Aufgabe möglich sei, muß 

Cf, r größer als der Radius des Kreises B sein, oder -. — > ^—^ , oder 
" ^ ' tgß^tg/3' 

1) Beziiglicli des entgegfingesetKtcii Falles sehe man Nr. 66 Anwendung. 
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^ > k; mit anderen Worten, die Neigung der zu suchenden Ebene 
muß größer sein als die der gegebenen Geraden. 

Änfgaiie IV: lu einem Strahlenböseliel die Strahlen von gegebener 
Neignng « aufzoflnden. Auflösung: Das Büschel sei durch seine 
Ebene t = | ti'] und die Projektion 0' seines Zenti-nms gegeben. Die 
riuclitpunkte aller tJeraden des Raumes mit der Neigung a liegen 
auf einem Kreise A um C'f, mit dem Ra^ 
diua d ■ ctg « (Fig. 83), auf A liegen da- 
her auch die Fluchtpunkte der gesuchten 
Strahlen. Außerdem aber müssen diese 
auf i' liegen; sie sind also die Punkte Z^,', I^' 
in denen i' den Kreis A schneidet. Die 
Projektionen der gesuchten Strahlen sind 
also die Geraden O'IJ und O'I^' und ihre 
Spurpunkte sind die Schnitte T^, T mit 
t, der SpurJiuie der- gegebenen Ebene. — 
Damit die Lösung möglich sei, muß a 
'^' kleiner sein als die Neigung der Ebene t. 

(>3. Die Betrachtung der Neigungen YOn Ebenen und Geraden 
führt zu einer Bestimmung des Di stanz kreises durch andere günstige 
und ausreichend gegebene Stücke, wie folgende Beispiele zeigen.^) 

Porisma I. Drei beliebige Strecken der Bildebene TxIi,Ttli, 
T%I{ können immer, vorausgesetzt, daß die drei Punkte ii', li, /«% 
nickt in gerader Linie liegen, als Darstellnngselemente dreier Ge- 
raden von derselben Neigung a in bezug auf ein passend gewühltes 
Projektionszentrum angesehen weinlen. 

Beweis: Der Kreis der durch die di-ei Punkte I^l^I^ geht, 
muß der Kreis der Neigung a werden, daher sein Mittelpunkt der 
Hauptpunkt CV, ist sein Radius r, so muß d-^r-tga werden, wo- 
durch der Distanzkreis und somit das Projektionszentruni (auf zwei 
Weisen nach Nr. 51) bestimmt ist. 

Porisma II. Drei ParaUelcnpaare tii\', Uit, Uis, können als 
Darstellungselemente dreier Ebenen mit den zugewiesenen Neigungen 
^1, ßi, ßs in bezug auf ein passend gewähltes I^ojektionszenimm an- 
gesehen werden. 

Beweis: Bezeichnen wir allgemein mit Fr den Abstand des 
Punktes P von der Geraden r, so haben wir hier 

CJ{=d-cigß„ (k= 1, 2, ;-5) 



1) Wir begegnen hier einer Kategorie von Fragen, die kein Gegenstück i 
der Hongesclien Methode haben. 
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ctg ß^ ~ c^ ft ~ ctg |9, 



Durch diese Beziehen gen ist der unbekannte Hauptpunkt Cj, (auf 
4 Weisen) beatimnit. d folgt nun daraus, daß d = CJi^ ■ tg ß^, und 
daraus (auf zwei Weisen) das Zentrum 0. Die Aufgabe bat daher im 
allgemeinen acht Lösungen. 

Zur Übung: I. Den Fall zu untersuchen, daß ^, = ß^ = ß, . — II. Nach 
Art von 11 das Porisma I zu verallgemeinern und den sich ergebenden Satz zu 



Drittes Kapitel. 
Probleme der Geometrie der Lage. 

64. Die bisher gegebenen Grundlagen setzen uns in den Stand, 
mit Hilfe der Zentralprojektion jedes beliebige Problem der reinen 
Geometrie der Lage zu lösen. Mit Beziehung auf die Darlegungen 
in Nr. 21 werden wir auch hier vor allem jene Fragen behandeln, 
die wir damals als Fundamentalaufgaben der Geometrie der 
Lage bezeichneten; indem wir sie jedoch aus Zweekmäßigkeitsgründen 
in einer anderen Reihenfolge als bei der Behandlung durch die Monge- 
sche Methode, vornehmen. 

L Die Schnittlinie zweier Ebenen zu finden. 

Auflösung: Sind t, ;^p^j,'] und Tgs[^Jä'] die gegebenen Ebenen, 
so werden die Darstellungselemente der gesnehten Geraden sein bzw. 
die Punkte T^^t^U «nd I^^Hh- 

Zur Übung: Welches ist die Bedingung dafür, daß (tt\, ¥') und {(jt,', P') 
(nach Nr. 5G) Darstellungen desselben Punktes des Ratunee seien? 

Anwendnng: Zwei Geraden {1\I^') und (.1\L") mögen dieselbe 
gemeinsame Projektion haben; dann 
liegen sie in derselben projizierenden 
Ebene, folglich sehneiden sie sich in 
einem Punkte X. Um dessen Projektion 
zu finden (Fig. 84), lassen wir durch 
jede der gegebenen Geraden eine Hilfs- 
ebene gehen; diese beiden Ebenen 
schneiden sich in einer Geraden TT, 
die offenbar auch durch X geht, folg- 
lich wird ihre Projektion, die Gerade, 
die die vier Punkte 'l\, 1\, //, I^ ent- 
hält, in der Projektion des gesuchten Punktes X schneiden. 

Zur Übnng! I. Mit Hilfe der Gleichung (1) i 
der Pnnkt _Y (in Fig. Hi) dieselbe Kote hat, mag i 
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{T^]^'j oder (T^I^') gehörig betrachten. — II. Die in der obigen „Anwendung" 
behandelte Aufgabe zu lösen unter der VoraussetzuDg, daß eine der beiden Ge- 
raden parallel zur Bildebene sei. 

Die oben angegebene Art, den Schnitt zweier Ebenen zn finden, 
wird offenbar illusorisch, wenn die vier Geraden t^,t^,i-^,i^ einander 
parallel sind. In diesem Falle (vgl. Nr. 57, IV) wird die Gerade 
a; = T, Tg parallel zur Bildebene, und um sie darzustellen, muß man 
einen ihrer Punkte bezeichnen und ihre Projektion suchen. Zu diesem 
Zwecke benutzen wir eine (beliebige) Bilfsebene j ^\ti'] (Fig. 85); 
sie schneidet die beiden Ebenen ULngs 
zweier Geraden T^I^, T^I^', die wir 
nach obigem bestimmen können; der 
allen drei Ebenen gemeinsame Punkt 
gehört der gesuchten Geraden an. Sein 
Bild P' ist der Schnitt von TjJ,' und 
T^I^'. Die durch P' zu den vier Ge- 
raden gezogene Parallele ist also x'. 
Demzufolge ist auch a: = (a:'; T-^J^, T'") 
bzw. x^{x'\T^I^',J'") (vgl. die Anmerkung am Schlüsse von Nr. 54). 
— Das Verfahren wird wiederum unausführbar, wenn die Streifen 
t^i^ und fj'ä' durch bloße Verschiebung zur Deckung gebracht werden 
können, da in diesem Falle, wie man die Hilfsebene auch wählen mag, 
die Geraden T^l^ und T^l^ einander parallel werden. In diesem vor- 
liegenden Falle schneiden sich aber die beiden Ebenen in einer Ge- 
raden der Verschwindungs ebene (s. Nr. 57, VI), die dann durch die in 
Nr. 56 angegebene Methode nach Belieben durch (^i^V) oder {t^i^') dar- 
gestellt werden kann. 

Die allgemeine Methode der Aufsuchung des Schnittes zweier 
Ebenen etfordert keine wesentlichen Änderungen, wenn eine (oder 
auch beide) der gegebenen Ebenen durch das Projektionszentrura 
geht sie ist dagegen nicht anwendbar, wenn eine der Ebenen parallel 
zur Bildebene läuft. Um diesen Fall di- 
rekt zu behandein, mögen <T = [TJ-', -^'] 
und T ;s \ti'\ die gegebenen Ebenen sein 
(Fig. 86). Es sei {TT) = a. Da die ge- 
suchte Gerade x in der Ebene t liegt und 
parallel zur Bildebene ist so wird ihre 
Projektion x paiallel zur Spur / der Ebene t 
sein, dabei genügt em Punkt zui Bestim 
mung von t Zu dem Zwecke legen wii 
durch a eine Hilfsebene t, = \t^ t^ J sie wiid 
" ' ' : schneiden, die sich 
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die beiden Ebenen a, t 

in einem Punkte X von x treffen. 

cs(I'i7i') durch Änwendui^ des 



Nun kann man aber die Gerade 
Verfahrens auffinden. 
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Die Gerade b dagegen, parallel zur Bildebene, liegt in der Ebene t^ 
und gebt dureb den Punkt M; somit ist b' nicbts anderes als die 
durcb M' zu ^j gezogene Parallele, und man kann scbreiben: 
b^(b'; Tr,M'). Ist nun X' der Punkt Vc, so wird X = {TJ^,X^, 
und wenn man dann durch X' die Gerade x' parallel zu i! zieht, so 
ist x = (x'; T^i;, X'). 

Zur Übung: Wie werden die Schnitte einer Ebene T^[ti'\ mit der Ver- 
schwinduDgB- und der Gegenebene dargestellt? 

65. II. Durch einen Punkt und eine gegebene iierade, eine 
Kbene zu legen. — Auflöaung: Es seiP=(J'/', P') der gegebene 
Punkt. Wenn die Gerade nicht parallel zur Bildebene ist, können 
wir sie darstellen als g^^{TJJ'). Nun wird die gesuchte Ebene Pg 
nicht Terschieden sein von derjenigen, die durch g und die zu g durcb 
P gezogene Parallele p geht. Es sei nun ^ =(Ft/') diese Gerade 
(b. Nr. 57, TI). Dann wird die Gerade UV die Spurlinie t^ der ge- 
suchten Ebene sein, während ihre Flucht- 
gerade ij' die durch J' zu t^ gezogene 
Parallele ist (Fig. 87). — Mau kann diese 
Lösung auch anwenden, wenn P' in der 
Vergeh windungsebene liegt (P' ist dann 
der unendlich ferne Punkt von J'J"); sie 
ist jedoch nicht anwendbar, wenn g parallel 
zur Bildebene ist. Wir stellen sie in 
diesem Falle als g = (g'; UJ', A') dar, und 
beachten, daß die gesuchte Ebene auch 
die Gerade AP enthält, deren Spurpunkt 
Tj und Fluchtpunkt J^' zu finden wir bald 
lernen werden (s. Nr. 67). Da andererseits jene Ebene durch eine 
zur Bildebene parallele Gerade geht, so sind ihre Darstellungselemente 
parallel zu g' (vgl. Nr. 54, Seblußbemerkung), Somit sind t^ und i^ 
nichts weiter als die durch T^ und i,' zu g' gezogenen Parallelen 
(s. auch Nr, 68). 

Die behandelte Aufgabe liefert (außer dem in Nr. 57, 2 schon 
betrachteten) Falle noch zwei bemerkenswerte Spezialfälle, die entstehen, 
wenn eins der gegebenen Stücke ins Unendliche verlegt wird; be- 
trachten wir diese besonders. 

u) Durch eine Gerade g die zu einer anderen Geraden s parallele 
Ebene zn legen Wenn weder g noch s zur tt parallel sind, können 
wir sie dar-itellen als q = \Tr), s^(ÜJ'). Da die Fluchtgerade i^ 
der geifuchten Ebene sowohl durch T als J' gehen muß, so ist sie 
die Verbindungslinie dieser beiden Punkte, ihre Spurlinie dagegen 
wird die durch T zu t^ gezogene Parallele (^ sein. — Ist jedoch g pa- 
rallel zui Bildebene, so möge g = {g\ TT, P') sem. Durch P= (TP, P') 
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ziehen wir dann die Gerade p ^ (T^J") parallel zu a (s. Nr. 57, II); 
p und g bestimmen nun die gesuchte Ebene, deren Darstellungselemente 
die durch T^ und J' au g' gezogenen Parallelen sind. Wenn in noch 
speziellerem Falle g selbst in der Verschwindungsebene läge, also 
ff = (Till, Mi^; Till, MU), so würde die gesuchte Ebene jene 
sein, die durch die beiden Geraden geht, die man durch M^ und M^ 
parallel zu s gezogen hat (s. Nr. 57, II). — - Wenn hingegen s parallel 
zur Bildebene, g aber ^ {Tl') wäre, so könnte man die Aufgabe lösen, 
indem man durch T und T die Parallelen zu s' zöge; diese wären 
dann Spur- und Fluchtgerade der gesuchten Ebene, Wie man zu 
verfahren hätte, wenn s in tt* liegt, möge der Leser selber ausfindig 
machen. 

ß) Durch einen Punkt P=,{TT, P') die an einer gegebenen 
T = (ff) parallele Ebene ku legen. (Fig. 88). Die Pluchtgerade i^ 
der gesuchten Ebene £ fallt offenbar 
mit der gegebeneu / zusammen. Um 
deren Spur t^ zu finden, denken wir 
uns durch den Punkt eine beliebige 
Gerade d in £ gezogen; ihre Projektion 
a' können wir somit beliebig anneh- 
men, ihr Fluchtpunkt wird dann sein 
lj~a'ij. Da nun die beiden Ge- 
raden a und T r durch denselben 
Fig. SS Punkt P gehen, so liegen sie in einer 

Ebene, Nennen wir nun den Spurpcnkt 
von a T^, so werden die Geraden I' 1^ und TT^ einander parallel 
sein, was uns die Auffindung von 3'^ ermöglicht, t^ ist dann nichts 
weiter als die durch T^ zu i' = i^ gezogene Parallele (s. Fig, 88). 
Zu bemerken ist, daß man die Spurlinie t der Ebene t in der Kon- 
struktion nicht nötig hat, wie auch vorauszusehen war. Den Nach- 
weis, daß die angegebene Lösung auch anwendbar ist, falls P in der 
Vers chwindungs ebene liegt, ebenso wie zu verfahren ist, wenn x zur 
Bildebene parallel läuft, überlassen wir dem Leser. 

Anwendung: „Durch eine zur Bildebene parallele Gerade 
^ = (3'; Tl', F") eine Ebene von bestimmter Neigung ß zu legen". 
Ist der Kreis der Neigung ß gezeichnet (s, Nr, 62, III) so kann 
jede der beiden Geraden i^, ij die ihn parallel zu g' laufend be- 
rühren als Fluehtgerade der gesuchten Ebene angenommen werden; 
man kemit also von ihr die Fluehtgerade und einen Punkt 
P=(r7,' P'), man kann also ihre Spur nadi dem obigen Verfahren 
erhalten. 

66. III. Den Schnittpunkt einer Geraden mit einer Ebene zu l)u<1en. 

Nehmen wir zunächst als gegebene Stücke die Gerade g ^ (2"/') und 
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die Ebene j =\ti'\ Wir legen durch sie eine Hilfsebeiie Ti^[ijz'/] 
(Fig. 89); sie schneidet t in einer Geraden ^Tj^ [T^/j'], die nach 
Nr. 04 konstmierbar ist. .9^ schneidet g offenbar in dem gesuchten 
Punkte X. Wenn daher X' der Schnitt- 
punkt der Geraden J'T und l-^T^^ ist, so 
wird X ~ {TT, x'') der gesuchte Punkt sein. 

Anwendung: Um „die Ebene zu kon- 
struieren, die durch den Punkt P = {ti, V") 
und die Gerade ff = {'VT'\ geht" suche man 
zunächst den Punkt y, m welchem g die ' ß^\ 

Ebene t = [^; j tuftt dann hat die Gerade j,. 

P(^ als Daistellungs Elemente die Punkte 

jf,, 7j', in denen die Geiade P Q bzw. t und i' schneidet. Die Ge- 
raden TT^ und 1 1^ sind Spui und Fhichtgerade der gesuchten Ebene. 

Zur ÜbuiiK Wie ^estiltet sich die Losung der obigen Aufgabe, wenn 3 
öder T durch das ProjeLtions Zentrum gehen? 

Der Grundgedanke der dat^eleg1;en Lösung kann auch angewendet 
werden, wenn eins dei gegtbtnen Stücke zur Bildebene parallel ist, 
jedoch erfordeit dit iu->tuhiung Kunstgriffe, die wir jetzt angeben 
wollen. 

u) Den Scliiiittiinnkt X eliiCT (iera^le« g = {Tl"\ mit einer zur 
BiMebeiie parallelen Ebene t = [17J'', A.\ 
za finden (Fig. 90). 

Der Punkt A.-^(J]J',Ä) und die 
Gerade § bestimmen eine Ebene, deren 
Spur t und Fluchtgerade s" wir nach Nr. 65 
bestimmen können; sie schneidet die Ebene 
T in einer Geraden g^, da diese parallel 
zur Büdebene, so liegt sie in der Ebene t 
und geht durch A.. Somit ist ihre Projek- 
tion nichts anderes, als die durch Ä zu t 
gezogene Parallele. Schneidet diese nun g' in 
X', so istX=(2'r, X') der gesuchte Punkt. 

^) Den Schnittpunkt einer znr Bildebene pat'allelen fieradeii 
y=.\(^', Tl', A') mit einer Ebene t = \H] zu finden. 

Die Gerade TI' bezeichnen wir mit 
a; sie bestimmt zugleich mit g eine 
Ebene, deren Darstellungselementt 
durch T und /' zu g' gezogenen Parallelen 
sind. Die Ebene ay schneidet t in einer 
Geraden s = (T^Ii), die sogleich bestimmt ' 
ist (Fig. 91). Ist nun X' der Schnitt- 
punkt von g' und s', so wird X ^ {'I'i-li, X') der gesuchte Punkt sein. 
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Ziir Übung: Die Aufgaben c) und ß] zu löaen mit Hilfe der Gleichung (1) 
in Nr. 56, sowie mit Benutzung des UniBtandes, daß im ersten Falle alle Punkte 
von T, und im zweiten Falle alle von g dieselbe Kote haben. 

67. IV. Die Verbindungslinie zweier Pnnkte za bestimmen.^) 

«) Es seien P^ = {TJ', P/) und P, = (TJ^', P/) die gegebenen 
Punkte (Fig. 92). Das Bild x der gesuchten Geraden x wird die 
Verbindungslinie Pi'P^' sein. Um 
ihre Darstellungselemente zu kon- 
struiereu, nehmen wir eine durch 
X gehende HÜfeebene; ihre Spur 
und ihre Fluchtgerade werden x' 
in den gesuchten Punkten treffen. 
Als solche Ebene können wir die- 
jenige wählen, die durch den Punkt 
Fig y;, Pj und die Gerade T^I^' geht; denn 

von ihr können wir (nach Nr. 65) 
die Spur t^ und die Fluchtgerade i^ bestimmen; dann wird jf^ ^ ( a;' 
und IJ = i^x und X = {TJJ). 

Sollte ausnahmsweise x parallel zu t^ und i^ werden, so würde 
die fragliche Gerade parallel zur Bildebene sein und sich dann als 
X = (a;'; T^.!^, P{) darstellen lassen, wo /; = 1 oder 2. — Sollte einer 
der Punkte, etwa Pj in der Versehwindunj^sebene liegen, so würde 
Pj' der unendlich ferne I'unkt der Geraden '1\I^ sein, und die an- 
gegebene Lösung würde ihre Anwendbarkeit beibehalten. Wenn end- 
lich Pj und Pj im Unendlichen lägen, so könnte man ihre Verbin- 
dungslinie sogleich darstellen als x = {T^I^, P^^; T^I.^, P^^^), vgl. 
Nr. 55. 

ß) Die gegebenen Punkte seien jetzt auf die zweite der Arten, 

die wir im allgemeinen (Nr. 56) angegeben haben, bestimmt, nämlich 

als Pj = ((,!/, P/), Pg = {t^i^, P,') 

(Fig. 93). Die gesuchte Gerade 

hat dann als Bild x' ^^ P^'P^'; um 

ihre Darstellungselemente T^ und 

ij,' zu finden, genügt es, eine Ebene 

durch X zu legen wie im vorigen 

Falle. Als solche wählen wir 

zweckmäßig jene, die durch P^ und 

Pj und durch den unendlich fernen 

Punkt der Geraden TI' geht, die 

i''H. !i:i. den beiden Ebenen [t^ ij'] und 

['a'V] geraeinsam ist; oder auch die 

durch die beiden Geraden p^ und p^ gehende, die durch P^ und P^ 




1) Der Fall, daß einer der Punltte im Unendlichen, : 
TT* liegt, ist schon behandelt worden in Nr. 57. 



! daß e 
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sind 




zu der Geraden TT parallel gezogen wird. Nun hat i\ als Fluclit- 
punkt /' und da jij in der Ebene \tii{] liegt, 80 wird seine Spur Tj 
auf t^ zu liegen kommen, T.^ wird also der Schnittpunkt von t^ und 
F^r sein. Ebenso ist der Sparpiankt T^ von p^ der Schnitt der 
beiden Geraden t^ und P^'/'. j!j und p^ bestimmen eine Ebene, deren 
Spnriinie t^ die Gerade T^T^ ist, während ihre Eluchtgerade i^ die 
durch T zu t^ gezogene Parallele ist. Sind diese 
T^ = x't^ und i; = x'i; die Dar- 
stellungselemente der gesuchten 
Verbindungslinie. 

y) Nehmen wir schließlich 
an, die gegebenen Punkte seien 

p = (ti,p-) und ««(rr, «■). 

Durch ein schon angegebenes Ver- 
fahren (s. Nr. 66, Anwendung) 
können wir die Spurlinie t^ und 
die Fluchtgerade ij der Ebene t 
konstruieren, die dui-ch den Punkt 
P und die Gerade g -= (TT) geht, 
mit Benutzung des Punktes N, in 
welchem die Ebene [ti'] die Ge- 
rade g schneidet. Die Geraden 

t^, ij schneiden die Gerade P'Q' in den gesuchten Darstellungs- 
elementen 3;, 4' von FQ (Fig. 94). 

68. In den vorigen Nummern 64 — 67 haben wir die vier Fun- 
damentalaufgaben der Geometrie der Lage im allgemeinen und in ihren 
wichtigsten speziellen Fällen gelöst. Die angewendeten Prinzipien er- 
möglichen uns aber, alle nur denkbaren Falle zu lösen. Als Stütze 
für diese Behauptung möge dienen die Lösung folgender 

Anfgalie: Die Ebene zn bestimmen, die den Pnukt J*= ((/', P') 
mit der zar Bildebene parallelen Ge- 
i'aden r = {nf, r^) verbindet {Fig. 95). 

Auflösung; Weil die gesuchte 
Ebene die zur Bildebene pai-allele Gerade 
r enthält, ISO müssen ihre Spur t^ und 
ihre Fluchtgerade ij parallel zu r' 
werden. Um die Bestimmung zu ver- 
vollständigen, genügt es also, einen 
Punkt von jeder Geraden festzulegen. 
Zu diesem Zwecke konstruieren wir zu- Yig. u.i, 

erst den Schnittpunkt N der Geraden r 

mit der Ebene [ti'~\; ea ist der Punkt, in welchem r von der den 
beiden Ebenen [ti'\ und [uj] gemeinsamen Geraden TT getroffen 



p-J 
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wird. Die Gerade NP gehört der gesuchten Ebene an; nun hat sie 
als Darstellung selemente die Punkte T^ uud IJ, in denen N'P' die 
Geraden t uud i' trifft. Folglich sind die durch T^ und IJ zu / 
gezogenen Parallelen die Daratellungselemente der Ebene Fg. 

Noch einfacher wird die Konstruktion dieser Ebene, wenn r in 
der Verschwindungsebene liegt. Wenn nämlich r^{uj'), so suche 
man zuerst (Fig. 96) die Schnittlinie TJ' 
der beiden Ebenen \ti'^ und [m/] und ziehe 
durch P' die Parallele zu j"/'; sind U 
und ,]' die Punkte, in denen sie t und i' 
schneidet, so hat man nur noch durch 
diese Punkte zu M die Parallelen t^ und i^ 
zu ziehen. Diese beiden Geraden begrenzen 
Fis- Vi offenbar einen Streifen, der durch einfache 

Yer Schiebung mit dem Streifen uj zur 
Deckung gebracht werden kann; folglich schneiden sich die Ebenen 
[«/] und p^ij.'] auf der Verschwindungsebene; außerdem geht die letz- 
tere auch durch P, ist somit die gesuchte Ebene. 

ü9. Daß durch geeignete Kombinationen der Lösungen der Fun- 
dam entalauf gaben der Gfeometrie der Lage sich weitere Probleme der- 
selben Art iÖsen lassen, mögen noch folgende Beispiele zeigen. 

L De« Schnittpunkt dreier Ebenen zu bestimmen. 

Auflösung; Die Ebenen seien gegeben als T,. = |#j,i/J, (/i = l,2,3). 
Wir suchen (nach Nr. 64) die drei Geraden g^^ (J'tK')! "• denen die 
Ebenen sich zu je zweien schneiden. Ihre Projektionen laufen in 
einen Punkt X' zusammen, der Projektion des gesuchten Punktes 
X = i^i^i,', X'), wo k irgend eine der Zahlen 1, 2, 3 sein mag. Man 
beachte, daß zwei der Geraden {T^I^) zur Auffindung von X' ge- 
niigen, die dritte liefert eine nützliche Kontrolle. 

II. Die Ebene darzustellen, die durch drei Punkte Jfi, Ufa, Jlfs 
bestimmt ist. 

Ein erstes Verfahren zur Lösung dieser Aufgabe wäre folgendes: 
Man konstruiere die Gerade g, die zwei jener Punkte, etwa M^ und 
JZg verbindet (I. Fundamentalaufg.) und bestimme alsdann die Ebene 
M-^g (HL Fundamentalaufg.); diese ist dann die gesuchte Ebene. 
Offenbar kann diese Lösung in drei verschiedenen Weisen ausgeführt 
werden. 

Ein instruktiveres und in bezug auf die gegebenen Stücke sym- 
metrisches Verfahren kann man einschlagen, wenn man annimmt, daß 
die drei Punkte jeder durch seine Projektion und eine ihn enthaltende 
Ebene gegeben seien, also als M^ = {hKj ^k}i (^ = ^i 2, 3) und es 
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seien t^ und i^ die Dai-stellungselemente der gesuchten Ebene*) (Fig.97) 
Wir bestimmen die Geraden i\ = {T^I^), in denen sieh zu je zweien 
die Ebenen \t).iß schneiden; ihre Projektionen laufen in einen Punkt 




S' zusammen, der die Projektion des den drei Ebenen gemeinsamen 
Punktes S ist. Es seien nun X^ die Schnittpunkte der geauehten 
Ebene t mit den Geraden r^. 

Betrachten wir nun die Punkte Jf,, Xg, Xj, so gehören sie der 
Schnittlinie der Ebene t = {M^M^M^) mit der Ebene [^%'] an; sie 
liegen also in gerader Linie und dasselbe gilt folglich auch für ihre 
Projektionen M^, Xj', X^'. Aus ähnlichen Gründen liegen auch M^, Xj', 
X,' und M^, X^', Xg' in einer Geraden. Daraus folgt, daß das (unbekannte) 
Dreieck Xj'X^'Xg' dem Dreiecke M^'M^'Mg umbeschrieben ist und daß 
es seine Ecken auf den durch einen Punkt S' laufenden Geraden »*,Vg'rg' 
hat. Nun ist es bekannt, daß, wenn ein Dreieck PiP^P, sieh in der 
Weise deformiert, daß seine drei Ecken drei in einem Punkte S' zu- 
sammenlaufende Geraden durchlaufen und zwei seiner Seiten PiP^. 
PgPg um zwei feste Punkte M^ imd M^ rotieren, alsdann die dritte 
Seite PjPg um einen dritten festen Punkt der Geraden M^'M^^ 
rotiert; um diesen zu finden, genügt es, eine beliebige Lage des ge- 
nannten Dreiecks zu betrachten. Es folgt daraus, daß die Verbin- 
dungslinie von mit M^' die Geraden r^' und r^' in den unbekannten 
Punkten X^' und Xj' schneiden wird, während Xj' der Konkurrenz- 
punkt der drei Geraden X/Mg, X/Üf,', r^' sein wird. Die Gerade 
Xg'Xg' schneidet t^ und i^' in den Punkten Ui und J^', die die Spur 

1) Vgl. die Allhandlung des Verf. Sur quelques problhnes ilementaires de la 
geomelrie descriptive ä 3 et i dimensions (Archiv der Math. u. Fhys.; 3^ Reihe, 
n. Bd. 1902, p. 357 ff,) 
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und der Fluchtpunkt der Geraden X^^Xg sind. Ebenso findet mau 
die Punkte ü^, J^ und U^, J^\ alsdann liegen Z7i, ^7^, U^ auf t^ und 
t/[', Jj', Jg' iiuf /j,'. Diese beiden Geraden werden parallel 7.ueinander 
sein und sind die Darstellungselemente der gesuchten Ebene. Der 
Leser beachte die vielfältigen Verifikationen, die so die angegebene 
Lösung darbietet. 

Zur Übung: I. Durch zwei gegebene Punkte die zu einer gegebenen Ge- 
raden parallele Ebene zu legen, II, Durch einen Punkt die au zwei gegebenen 
Geraden parallele Ebene zu legen. III, Die beiden folgenden zueinander dualen 
Aufgaben zu lösen (vgl. Nr. 2i), 

Durch einen gegebenen Punkt die Ge- In einer Ebene die Gerade zu zeich- 
rade zu legen, die ?,wei andere wind- neu, die zwei gegebene windschiefe Gc- 
scbiefe Geraden trifft. raden trifft. 

IV. Die Begelsehar darzustellen, die dareh drei ihrer zueinander windschiefen 
Leitgeraden bestimmt ist, sowie den Fall an nntersuohen, daß eine von ihnen 
im Unendlichen liegt, 

in. Die Gerade zu zeichnen, die vier gegebene zueiriander wind- 
schiefe Oeradeii schneidet.') 

Es seien a ^ (Tgl^'), . . ., d = (T^IJ) die vier Geraden, a, b, <: 
und ö, ft, d bestimmen zwei Regelseharen R und S, deren Spuren 
auf der Bildebene zwei Kegelschnitte T und A liefern, von denen F 
durch r„, T„ T^, A durch 2'„, T,„ T^ geht. Um F zu bestimmen, 
betrachten wir die zu a parallele und 6 und c schnei dende_Gerade ä, 
femer die zu 6 parallele und a und c schneidende Gerade h, und die 
zu c parallele, aber « und h schneidende Gerade c; zwei von den 
Spuren Ts, T^, T-^ genügen, die Bestimmung des Kegelschnittes F 
zu vervollständigen. In ähnlicher Weise Mßt sich die von A vervoll- 
ständigen. Da nun F und A schon zwei Punkte gemeinsam haben, 
so haben sie noch zwei weitere, T^, T gemeinsam, die man mit 
Zirkel und Lineal konstruieren kann. Diese Punkte sind die Spuren 
der gesuchten Geraden; ihre Fluchtpunkte sind dann leicht aufzu- 
tinden. 



Viertes Kapitel. 

Senkrechte Geraden und Ebenen. 

a] Geraden und Bbenen, die zur Bildebene senkrecht sind. 

70. Alte Aufgaben, die sich auf zur Bildebene senkrechte Ge- 
raden oder Ebenen beziehen, können mit Hilfe folgender einfacher und 
leicht ersichtlicher Sätze gelöst werden; 



J) G. Tognoli, Period. di matem , 3. Serie, Vol. 11, 1904—05; S, 230. 
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I. Die notwendige niid hinreichende Bedingung für das Seuk- 
reehtstehen einer Geraden auf der Bildehene ist, daß ihr Fluchtpunkt 
mit dem Hauptpunkte zusammenfällt. 

II. Die notwendige und hinreichende Bedingung für das Senk- 
rechtstehen einer Ebene auf der Bildebene ist, daß ihre Pluchtgerade 
durch den Hauptpunkt gelit. 

Sehen wir nun, wie diese Sätze anwendliar sind: 
Aufgabe I. Von einem gegebenen Punkte auf die Bildebene 
das Lot zu fällen und den Fnßpunkt zu bestimmen. 

AuflöauDg: Es sei F = {TT,P') der gegebene Punkt. Das 
gesuchte Lot hat (nach 1) zum Fluchtpunkte Q und demnach als Bild 
die Gerade P'C^. Seine Spur (die ja die Orthogonalprojektion von 
P auf die Bildebene ist) wollen wir P,j nennen (vgl. Nr. 50 Änm.). 
Da nun die beiden Geraden TP und CßPo sich in P schneiden 
(Fig. 98), so müssen die Geraden TP^ und PCf, einander paraUel 
sein; somit ist P^ der Schnittpunkt der Geraden Cf,P' mit der durch 





T zu CuP gezogenen Parallelen. — Man beachte, daß die I>osung 
sich nicht wesentlich ändert, wenn P in der Vers ch windungsebene 
liegt; dann geht (s. Fig. 99) P' ins Unendliche und P^ ist die vierte 
Ecke des Parallelogramms, von dem PC^ und PT zwei aufeinander- 
folgende Seiten bilden. 

Aufgabe II. Durch eine Gerade die zur Bildebene senkrechte 
Ebene zu legen. 

Auflösung: Wir unterscheiden zunächst drei Fälle, nämlich daß 
die Gerade schief, parallel zur Bildebene, oder in der Verschwindungs- 
ebene liegt. 

1. Die gegebene Gerade sei g^ (TP). Da die Fluchtgerade der 
gesuchten Ebene sowohl durch C^ als auch P gehen muß, ao ist sie 
die Verbindungslinie ■*' dieser Punkte. Ihre Spnrlinie, die wir mit 
ffg bezeichnen wollen, da sie ja die Orthogonalprojektion von <f ist, 
ist die durch T zu C^P gezogene Parallele. 

3. Die gegebene Gerade sei hingegen »•:^(j-'; TP, P'). Da die 
Fluehtgerade i' der gesuchten Ebene sowohl durch C^ geben muß^ 
als auch parallel zu / sein (e. Nr. 54), so ist sie die durch Cj zu )■' 
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gezogene Parallele. Die Spurlinie j^ abei muß ebenfalls parallel zu 
}■' gehen; zu ihrer Bestimmung genügt diher nocli em einziger Punkt. 
Wir beachten daher, daß die gLcuelite Ebene aurh das vom Punkte 
F = (TF, P') gefällte Lot FP, enth-dten muß Dieses zn kon- 
struieren und seinen Fußpunkt Ff, zu hnden lehrte uns die vorige 
Autgabe, r^ ist dann die durch P^ zu / gezogene Parallele, 

3. Schließlich sei die Gerade gegeben als »• = {TI Pl,; UJ', Q'^). 
Wir konstruieren uns die Ortbogonaiprojektionen P,, Qo der Punkte 
Pj Q (nach d. vor. Äufg.); ihre Verb mdungslmie »p iit dann die Spur 
der gesuchten Ebene; die durch ff, zu /„ gezogene Parallele / ist ihre 
Muchtgerade. — Wäre aber die Gerade auf die m Nr 56 angegebene 
Weise bestimmt r^(fi'), so wurde die I luehtgerade der fraglichen 
Ebene die durch f^ zu ;' gezogene Parallele j sein und ihre Spur 
erhielte man aus der |in Nr. 57 1"V gegebenen) Bedmgung, daß die 
Streifen t? und «? duri.h einfache Verschiebung müssen zur Deckung 
gebracht werden können. 

Anmerkungen: 1. Die Losung der beiden obigen Aufgaben er- 
möglicht uns die Orthogonalprojektion einer jeden, aus Punk- 
ten und Geraden bestehenden, Figur auf die Bildebene zu 
finden'). 

2. In den vorigen Konstruktionen tritt wohl der Hauptpunkt auf, 
nicht aber der Distanzkreis. 

71. Es sollen nun zwei Anwendungen der obigen Darlegungen 
angeführt werden. 

a) Von einer Geraden g kennt man die Spur T, die Orth»- 
gonalppojektion go und die, Neigung « gegen die Bildebene; ihren 
Fluchtpunkt r und ihre Zeutralprojektion g' zn finden. 

Der Punkt /' liegt (vgl, oben) auf der durch Cg zu gf, gezogenen 
Parallelen, er muß aber auch auf dem Kreise von der Neigung k liegen, 
also haben wir zwei solcher Punkte J^', I^\ die diesen beiden Linien 
gemeinsam sind. I^'T und I^'T sind also die Geraden, die die Auf- 
gabe lösen; sie ist immer möglich. 

b) Wir haben gesehen, daß, wenn außer der Projektionsebene 
und dem Projektions Zentrum ein Punkt P ^ (TI', P') gegeben ist, 
man seine Orthogonalprojektion Ff, auf die Bildebene finden kann: er 
ist ein bestimmter Punkt der Geraden Cf^F'. Umgekehrt, wenn außer 
den Fundamentalelementen die Punkte P' und P^ gegeben sind, die 
mit Co in einer Geraden liegen, so ist der Punkt P bestimmt als 

1) Die analoge Aufgabe für die schiefe Parallelprojektion läßt sich gleich- 
falls lösen, da wir ja durch einen Punkt die au einer gegebenen pa- 
rallele Gerade ziehen können (Nr. 6t) und durch eine Gerade die an 
einer anderen parallele Ebene legen (Nr. 66). 
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Scliititt des Projektionsstrahles CP' mit der in Py zur tt errichteten 
Senkrechten. Folglich: 

Jeder Punkt des Raumes kaim durch zwei Puukte _P', P„, die 
mit dem Hnuptpunkte in gerader Linie lieji^en, (eindentiiE;) tiargestellt 
werden. 

Ebenso kann iiucb jede Gerade durch zwei beliebige Geraden 
Tg, ' r der Bildebene dai^esteUt werden; ihr Spurpunkt ist der 
Schnitt r^r und ihr Fluchtpunkt der Schnitt toh r' mit der durch 
C(, zu /g gezogenen Parallelen. Folglieh sind für alle zur Büdebene 
parallelen Geraden, und nur für solche, r und r^ einander parallel. 
Jede durch C^ gezogene Gerade schneidet r und r^ in zwei Punkten, 
die zusammen einen Punkt von r darstellen. Damit zwei Geraden 
)■ ^ (r'j /"u), s = (s'j Sg) sich schneiden, ist notwendig und hinreichend, 
daß die Punkte F'-=r's' und ]\=r^Sg mit Q in gerader Linie 
liegen; der Schnittpunkt wird dann durch das Paar (P', P^) darge- 
stellt usw. 

Drei beliebige Punkte P = {PT„), Q^(Q'Qg), 7/ - (iJ'i?^) be- 
stimmen eine Ebene, deren Spurlinie die Perspektivitätsachse der beiden 
Dreiecke P'Q'It' und P^Qf,Iig ist; ihre Fluchtgerade enthält auch die 
Fluchtpunkte der Geraden QR, RT, PQ (s. oben). Wird eine Ebene 
durch zwei sich schneidende Geraden r, s bestimmt, so ist eine dritte 
ihrer Geraden x bestimmt, wenn mun eine der Projektionen x oder 
x^ kennt, weil sieb die eine aus der anderen leicht ergibt. Ebenso: 
wenn die eine der Projektionen eines Punktes gegeben ist, ergibt sieh 
leicht daraus die andere. — Wir überlüssen es dem Leser, diese 
Darstellungsmethode auf die Fun dam entabmf gaben der Geometrie der 
Lage anzuwenden, 

b] Geraden und Ebenen, die zueinander senkrecht sind. 
72. Es seien gegeben eine Gerade r und eine Ebene t, die zu- 
einander senkrecht sind. Durch das Projektionszentruni legen wir 
eine Gerade a und eine Ebene a, die bzw. zu r und t parallel laufen. 
Dann haben offenbar r und a denselben Fluchtpunkt, t und et dieselbe 
Fluchtgerade. Wollen wir demnach die Beziehung zwischen den 
Fluchtelementen einer Geraden und einer dazu senkrechten Ebene 
untersuchen, so wird es gestattet sein, anzunehmen, daß beide durch 
das Projettionszentrum gehen. 

Nachdem dies vorausgeschickt, betrachten wir die Elemente des 
Bündels mit dem Zentrum C und stellen zwischen ihnen eine ein- 
deutige Beziehung her, indem wir jedem Strahle a desselben die durch 
zu ihm senkrecht gelegte Ebene a zuordnen, und umgekehrt jeder 
Ebene a des Bündels den betr, Strahl «. Diese Korrespondenz, eine 
Korrelation im Bündel, besitzt offenbar kein ürdnungselement. 
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Schneiden wir dieses Bündel mit einer beliebigen Ebene, so er- 
halten wir in dieser eine eindeutige Korresponderiz zwischen den 
Punkten und Geraden in ihr, die ebenfalls keine Ordnungaelemente be- 
m man als schneidende Ebene die Bildebene 
eine Beziehung, in der ein Punkt und eine 
;hen, wenn sie die Fluchtelemente einer Geraden 
ind, die zueinander senkrecht stehen. Diese Kor- 
lan auch konstruieren, ohne YOii der Projektions- 
ebene auszugehen, wie wir jetzt zeigen wollen. 

Mit T und i' sollen der Spurpunkt eines Projektione strahl es a 
und die Spurlinie einer zu ihm senkrechten projizierenden Ebene 
a auf der Bildebene bezeifthnet werden; wir zeichnen auch den Haupt- 
punkt Cq und den Schnitt H der beiden Geraden i' und I'C^. Ziehen 
wir (im Kauine) CH, so wird <jZ. I'Gil ein Rechter sein, die beiden Ge- 
raden /'If und CH" werden beide 
zu )", und CCp senkrecht ku 
TK sein. Denken wir uns nun 
das Dreieck HCT in die Bild- 
ebene niedergeklappt, indem wir 
es um Hl' drehen, und be- 
achten, daß es bei C recht- 
winklig ist, und daß CC^, seine 
Höhe, so sehen wir, daß C auf 
den Endpunkt K der Radien des 
Distanzkreisea zu hegen kommt, 
die senkrecht zu 0^1' sind. Der 
rechte Winkel I'CH wird dann zum rechten Winkel I'KH, und i' 
wird senkrecht zu (\r im Punkte H. Fassen wir alles zusammen, 
so ergibt sich: 

1) Ist r der Fluclitpnnkt eiiiep Geraden a, so erhjilt man die 
gemeinsame Pluehtgerade aller zn a senkrechten Ebenen auf folgende 
Weise: Man verbinde (Fig. 100) F mit dem Hanptpuukte Co und 
ziehe den zu Ct,r senkrechten Radius CaK des Distanzkreises; die 
in K auf KT errichtete Senkrechte treffe TC« in H, die in H zu 
rCn erriclitete Senkrechte ist die Gerade i, 

2) Ist i' die Flnchtgerade einer Ebene a, so erhält man den, 
allen zu a senkrechten Geraden gemeinsamen, Fluchtpunkt folgender- 
maßen: Mau fälle von Co anf i' das Lot CoJf und ziehe den zu i' 
parallelen Radius CoK des Distanzkreises; die in K aaf KU er- 
riclitete Seukreclite trifft HC» im gesuchten Punkte r. 

l'i. Aus unseren Konstmktionen ergibt sich, daß zwei beliebige 
entsprechende Elemente T, i in der besprochenen Reziprozität immer 
zu verschiedenen Seiten des Hauptpimktes liegen, daher haben die 
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beiden Sti-ecken 6^/' und C^H entgegengesetzte Richtung und somit 
verschiedenes Vorzeichen. In dem rechtwinkligen Dreiecke HKF ist 
ntin absolut genommen C^H ■ C^T = C^K -^ nehmen wir aber Rück- 
sicht auf das VorKöichen und erinnern uns, daß wir CK mit d be- 
zeichnet haben, so müssen wir sehreiben: 

Diese Beziehung führt uns zu einer wichtigen Folgerung. Be- 
traiihten wir nämUch (s. Fig. 100) die Polare i^ des Punktes I' in 
bezug auf den Distanzkreie A, so ist diese senkrecht zu Cf,!' in einem 
Punkte H^, der (wenn A und S die Schnittpunkte von A mit CgJ' 
sind) zu H' harmonisch zugeordnet ist in bezug auf A, B als Grund- 
punkte. Da nun C'y die Mitte von AB ist, so haben wir nach Größe 
und Vorzeichen 

Col' ■ (\H^ = ^' oder (\r ■ C^H^ == d\ 

Addieren wir diese Gleichung zu der vorigen, so erlialten »vir 

Nun ist aber C,;,!' im allgemeinen nicht gleich 0, da I' ein 
beliebiger Punkt der Bildebene ist, also muß Coifi = ^ Cpfi" sein, 
was uns beweist, daß die beiden Geraden «j und i' einander sj'mmetriscli 
in bezug auf den Hauptpunkt liegen. — Ebenso ist der Pol I^ von 
■/' in bezug auf A symmetrisch zu /' in bezug auf Cq. 

Folglich: 1. Um t zu finden, wenn I' gef^ehen ist, konstrniere 
ntan zuiiächst die Polare /■ von F in bezng anf A; t ist dann 
syniBietriseh zu h in bezug anf Co. 2. Um T zu finden, wenn t 
gegeben ist, konstruiere man znnJichst den Pol Ji von t in hezug 
auf A; F ist dann symmetrisch zu Zi in bezog auf Co- 

Diese innige Beziehung zwischen der untersuchten Korrespondenz 
und der gewöhnlichen Polarität in bezug auf den Distanzkreie hat 
für jene den Namen der Äntipolarität in bezug auf diesen Kreis 
herbeigefiihrt. Zufolge dessen werden ein Punkt und eine Gerade, 
die sich in dieser Korrespondenz entsprechen, als Antipol dieser bzw, 
als Antipolare jenes bezeichnet. Wir werden denmach als antireziprok 
zwei solche Punkte bezeichnen, von denen jeder auf der Antipoiare 
des anderen liegt; sie sind dann Fluchtpunkte zweier zueinander senk- 
rechten Geraden. Ebenso nennen wir zwei Geraden antireziprok, 
wenn jede den Antipol der anderen enthält; sie sind dann die Flucht- 
geraden zweier zueinander senkrechten Ebenen. Jede beliebige Gerade 
der Bildebene enthält eine (elliptische) Involution von antireziproken 
Punkten, während ein beliebiger Punkt der Bildebene das Zentrum 
einer (elliptischen) Involution von antireziproken Geraden ist. Schließ- 
lich woUen wir mit antireziprok oder antikonjugiert solche Drei- 
ecke bezeichnen, bei denen jede Ecke der Antipol der gegenüber- 
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liegenden Seite ist^). Jedes solche Dreieck kann angesehen werden als 
entstanden durch eine dreirechtwinklige Ecke, bei welchem die Flucht- 
punkte der Kauten die Efiken des Dreieckes sind. 

74. Die einfache Beziehung, die in der vorigen Nummer zwischen 
der Polarität und Antipolaritat in bezug auf den Kreis A aufgestellt 
wurde, ermöglicht uns, aus den Eigenschaften der ersteren zahlreiche 
Sätze bezüglich der zweiten aufzustellen. Die interessantesten von 
ihnen haben folgenden Wortlaut: 

I. Die außerhalb des Distanzkreises gelegenen Punkte der Bild- 
ebene haiien als Antipolaren Sekanten dieses Kreises, den innerhalb 
gelegenen Tunkten entsprecheu Antipolaren, die den Kreis uicht 
schneiden. 

II. Ein Punkt der Peripherie des Distanzkreises hat zur Anti- 
polare die Tangente im diametral gegenüberliegenden Punkte. 

III. Ein unendlich ferner Punkt hat zur Antipolare den zu 
seiner Kichtung senkrechten Durchmesser; umgekehrt ein Durch- 
messer des IHstauzkreises hat zum Antipol den in der zu ihm senk- 
rechten Riclitnng liegenden unendlich fernen Punkt. 

IV. Der Hauptpunkt ist Antipol der unendlich fernen (Jeradeu. 

V. Nähert (oder entfernt) sich ein Punkt dem Hauptpunkte, mt 
entfernt (oder nähert) sich die Antipolare von ihm, 

VI. Antireziproke Dreiecke haben in bezug auf den DistanKkreis 
entweder eine Ecke im Innern und zwei außerhalb, oder alle drei 
Ecken außerhalb.-) 

Um letzteres nachzuweisen, nehmen wir irgend einen Punkt Ä 
der BQdebene als Ecke eines antikonjugierten Dreieckes; Hegt er z. B. 
innerhalb des Kreises A, so wird seine Antipolare a (gemäß I) A 
nicht schneiden, und da auf ihr die beiden anderen Ecken B. < ' eines 
jeden antikonjugierten Dreiecks, dessen eine Ecke A ist, liegen milssen, 
30 ist damit die Existenz von antikonjugierten Dieiecken der ersten 
Art nachgewiesen. Nehmen wir dagegen A außerhalb de'' Kreises A 
an, so muß seine Antipolare a A in zwei reellen Punkten M und X 
schneiden. Es seien nun Q, R die (reellen) Punkte, m denen u die von A 
an den Distanzkreis gezogenen Tangenten schneidet Nehmen wir dann 
als zweite Ecke eines antikonjugierten Dreiecks einen Punkt B der 
Strecke ilf^ (oder .A''-R) , so Hegt dieser Funkt aulieihalb von A, und 
da die Gerade AS A sehneidet, so wird ihr Antipol (der die dritte 

1) Die Bezeichnung autoantikonjugiert würde geeigneter, jedoch zn 
kompliziert sein. 

2) Bekanntlich haben dagegen bei der Polarität zu sich seihst konjugierte 
Dreiecke alle eine Ecke innerhalb und zwei anßerhalb. 
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Ecke des betr. Dreiecks bildet) aucli außerhalb A liegea. Damit ist 
die Existenz, solcher Dreiecke naehge wiesen , bei denen alle Ecken 
außerhalb A liegen. Würde man den Punkt B innerhalb der Strecke 
MN oder der Pseudostrecke QR nehmen, so würde man zu einem 
antikonjugierten Dreiecke der ersten Art gelangen. 

Znr Übung: 1. Der Hauptpunkt ist der gemeinBame Höhenpunkt für alle 
in bezug auf den Distanzkreis antikonjugierten Dreiecke. II. Alle diese Drei- 
ecke sind spitzwinklig. III. Potisma; Ein beliebiges spitzwinkliges Dreieck 
der Bildebene kann immer als ein antikonjugiertes in bezug auf einen Kreis, 
der dadurch bestimmt ist, angesehen werden. 

t.>. Die bis jetzt aufgestellten Sätze helfen uns nun alle Auf- 
gaben zu lösen, in denen zueinander senkrechte Geraden und Ebenen 
auftreten. Von den wichtigsten wollen wir nun die Lösungen an- 
geben. 

Aufgabe I. Von einem gej^ebeneii Punkte auf eine Ebene das 
Lot zu fällen (Fig. 101). 

Auflösung: Die gegebenen Stücke seien P=(J'J', P') und 
T ^ [m, j] '■). Der Fluchtpunkt der gesuchten Geraden ist offenbar 
nichts anderes als der Antipol J' der Fluchtgeraden j der gegebenen 
Ebene t. Verbindet man J' mit F', so ist die Verbindungslinie x' 
das Bild der gesuchten Geraden; um 
noch ihren Spurpunkt U zu finden, 
hat man zu beachten, daß er ein 
Punkt der Geraden x sein muß der- 
art, daß J'J' und TU einander par- 
allel sind. Diese Konstruktion — in 
dei die hpurlinie u der gegebenen 
Ebene nicht vorkommt ■ — ändert sieh 
nicht, wenn P in der Verschwin- 
dungsebene (P' aJsü im Unendlichen) 
hegt odei auf der Ebene t selbst. 
Wenn dei letztere Fall nicht eintritt, 
so ist der Punkt, in welchem die Gerade ; 
Orthogonaiprojektion von P auf t. 

Aufgabe II. Dupcli einen Punkt die zu einer gegebenen (Jeraileii 
senkrechte Ebene zu legen. 

Es ist zweckmäßig, die drei Fälle zu unterscheiden, daß die Ge- 
rade schief zur Bildebene läuft, parallel dazu ist, oder in der Ver- 
schwindungsebene liegt. In allen drei Fällen möge der Punkt gegeben 
sein als P = {TT, P'). 
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die gesuchte Ebene. 
Bemerkungen finden e 



ß) Die gegebene Gerade sei r = (UJ'). Die Fiuchtgerade der 
geeucbten Ebene | ist die Äntipolare / von J' in bezug auf den 
Diatanzkreie. Um ihre Spur u zu 
finden, denken wir uns durch P in 
der Ebene g eine beliebige Gerade 
gelegt. Ihr Bild o' (Fig. 102) können 
wir zunächst durch P' gehend beliebig 
annehmen, Ihr Fluchtpunkt wird aber 
dann der Punkt 7/ = a'f werden und 
ilir Sjjurpnnkt T^ ergibt sich daraus, 
daß TTj und I'l^' einander parallel 
sein müssen. Da nun a in | liegt, 
so muß die Spurlinie u von ^ durch 
7'j gehen; « ist also die durch Tj zu 
/ gezogene Parallele, und | ^ Ißtj'] ist 
Die zu Ende der vorigen Aufgabe gemachten 
Luch auf diese Anwendung. 
I Ist die gegebene Gerade r parallel zur Bildebene, so kennt 
man — was hier am wichtigsten ist — ■ ihre Richtung, wenn ihre 
Projektion r' gegeben ist. Ihr Fluchtpunkt T ist dann der unendlich 
ferne von i', daher ist die Fiuchtgerade der gesuchten Ebene (siehe 
Nr. 74, III) das von C^ auf r' gefällte Lot /; ihre Spurlinie u läßt 
sich dann durch den unter a) angegebenen Kunstgriff finden. 

y) Schließhch sei r = (Tr,P'^; UJ', Q'^). Wir konstruieren 
die Orthogonalprojektionen P^,, Q^^ der Punkte P, Q. Der Flucht- 
punkt J' von r ist der unendlich ferne der Geraden F^Qq, also die 
Fluchtgerade der gesuchten Ebene das von C^ auf F^Qq gefällte 
Lot f. Die Spurlinie u läßt sich dann wie in den vorigen Fällen 
auffinden. — Wir überlassen es dem Leser, ausfindig zu machen, 
wie zu verfahren sei, vfenn die gegebene Gerade als r := (ti') be- 
stimmt ist. 

Anmerkung: Ist X der Schnittpunkt der Geraden r mit der 
gesuchten Ebene |, so wird PX senkrecht zu r sein; wir sind dem- 
nach auch imstande, von einem j^egebeiien Punkte auf eine Gerade 
Aas Lot zn iitllen. 

Zur Übung: Ein Dreieck ist durch seine Ebene Tind die Bilder seiner 
Ecken gegelien; man bestimijn! den Mittelpuntt des tim beschriebenen KreiseB. 

76. Aufgabe 111. Dnrch eine (Jerade die zu einer gegebenen 
Ebene t senkrechte Ebene zu legen. 

Da der Fall, daß t zur Bildebene parallel ist, auf eine schon (in 
Nr. 70 II) behandelte Aufgabe führt, so genügt es, für die Gerade r 
die in der vorigen Aufgabe angenommenen Fälle zu unterscheiden. 
-Tedesmal sei t gegeben als t = ['(/]. 
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k) Es sei r = (TI'). Die Fluchtgerade i' der gesuchten Ebene 
£ ist eine Antirezi]jroke der Fluehtgeraden f voji t, also geht sie 
durch den AntipoU' der Geraden / (Fig- 103) 
in bezug auf den Tlistan/kreis Da aber 
f. durch r gehen soll, so muß / auch duich 
den Fluchtponkt 1' von i gehen, es ist also 
i' ^ I'J'; die durch T parallel zu ( ge 
zogene Gerade t wird dann die Spui von 
^ sein. 

ß) Es sei r ={)•'; TI', P')- Da die 
gewünschte Ebene | die (zur Bildebene par- 
allele) Gerade r enthält, so müssen ihre 
Darstellungselemente parallel zu r' werden 
(s. Nr. 55 Änm.); zu ihrer Bestimmung ge- Yig. lo:;. 

nügt daher je ein Punkt. Beachten wir nun, 

daß ; auch die durch P^iTT, P') senkrecht zur Ebene \u,j'] ge- 
zogene Gerade s s { UJ") enthält, so können wir diese Gei-ade (nach 
Aufg, I) zeichnen, die gesuchten Geraden sind dann die durch U und 
J' zu r' gezogenen Parallelen. 

•/) Ist schließlich r = (!!', P„; UJ', Q'^), so genügt es zur 
Lösung, von P und Q die Lote auf t zu fällen, diese bestimmen die 
Ebene |. — Die Konstruktion vereinfacht sich, wenn wir r auf die 
in Nr. 56 angegebene Weise r = (ti") dargestellt sein lassen. Alsdann 
ist die Fluchtgerade von ; die durch den Antipol von *' zu dieser 
gezogene Parallele ; walirend man ihre Fluchtgerade aus der Be- 
dingung erhält, daß die beiden Streifen t> und vf durch einfache 
Verschiebung zur Deckung gebracht weiden können (s. Nr. 57 VI). 

Zur Übung: Gejreben E«ei windichipfe der. 
Geraden zeichnen, von denen jede dei Schnitt i 
Ebenen ist, die beide durch jene Ofraden gehen 

Aa%al)P IV. Das gemeinsame L«t aut /» ei windseliiefe Geraden 
zu finden (Fig. 104) 

Auflösung: Die gegebe- 
nen Geraden seien (/[ = (7'^7^') 
und (7g IS (I'gZj'), die gesuchte 
X = (TT). Da ^j und x zu- 
einander senkrecht, ao sind 
/,' und r antireziprok, also 
liegt I' auf der Antipolaren 
■i^' von I^', desgleichen liegt 
/' auf der Antipolaren i^' von 
7o'; er ist also der Schnitt- 
punkt dieser beiden Geraden, 
d. i. mit anderen Worten der Antipol der Geradf 



mder senkiechter 
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SO der Muchtpankt von £ gefunden ist, bekommt man den Spurpixokt 
T aus der Bemerkung, daß g^ und x sieb, schneiden, weshalb die 
Geraden J,'/' und T^T parallel sein müssen; ebenso müssen aueh 
7j'J' und T:^T einander parallel sein; T ist also der Schnitt der 
beiden genannten Parallelen 

Zur Ülliiug: Welclie indorungen frfj,Lit die Konstruktion, wenn wenig- 
stens eine der Geraden parallel am Bildebenp liegt' 

Aufgabe V. Gegeben zwei sieh schneidenile Geraden: man soll 
die Halbiernngslinien der von ihnen gebildeten Winkel bestimmen. 

Aufgabe VI. Gegeben zwei sich schneidende Ebenen: man 
soll die Halbiemngsebenen der von ihnen gebildeten Plächenwinkel 
bestimmen. 

Wir Überlassen es dem Leser, den Gnmdgedanken der Lösung 
dieser Aufgaben, die wir bei der Moi^eschen Methode (in Nr. 3i'i 
nnd 34) gegeben haben, auf die Methiide der Zentralprojektion ku 
übertragen. 



Fünftes Kapitel. 

ßmlegiingen, 

a) Umlegimg einer projizierenden Ebene. 

77. Die allgemeinen Bemerkungen au Anfang von Nr. 35 sind 
augenscheinlich auf jede Darstellungsmethode anwendbar; somit wird 
es zweckmäßig sein, sich zunächst im allgemeinen mit den Beziehungen 
zu beschäftigen, die zwischen der Zentralprojektion JF' einer ebenen 
Figur SF und dei Figur (JF) bestehen die entsteht wenn man die 
Ebene, weh he 9^ enthalt, m die Bildebene medeiklijipt, indem man 
sie um die "^purlmie sich drehen laßt Der größeren Klarheit halber 
behandeln wit zuerst die ümlegung 
einer projizierenden Ebene, alsdann die 
einer beliebigen Ebene, um schließliek 
noch einige Bemerkangen über die Üm- 
legung einei zui Bildebene parallelen 
Ebene ai zufügen 

Es sei / (_Fig l<Jo) die {mit der 
I luchtgeraden zusammenfallende) Spur 
einer projizierenden Ebene t. Vom 
Projektion szenti'um C (das der Annahme 
gemäß in T liegt) fällen wir das Lot CC^ 
Mb- 105. auf die Bildebene tt, sowie auch auf die 

Spur t das Lot CH, dann wird C^Ü 
auch senkrecht m f sein. Jetzt denken wir uns die Ebene t um t 
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gedreht; dann beschreibt C einen Kreis, dessen Ebene CC^H ist, 
dessen Zentrum H und dessen Radius CH^VCG^ + C^' 
= Vd^ + CflÄ^ ist. Wenn am Ende der Drehung t auf ir liegt, so 
befindet sich der Punkt C auf der Geraden C^M, dem Tom Haupt- 
punkte auf die Spur t gefällten Lote, ia einer Entfernung von H 
gleich der Hypotenuse KK des rechtwinkligen Dreiecks mit den 
Katheten G^H und der Distanz d. 

Schneidet nun der mit HK um H beschriebene Kreis die Gerade 
<JaS in den beiden Punkten (C), (6')*, so sind diese die Umlegungen 
des Projektions Zentrums, und zwar je nach dem Sinne, in weichem 
die Umlegung erfolgte. — Es sei nun g = (TI") eine beliebige Ge- 
rade der Ebene t, dann liegen T und /' auf der Spurlinie t. Die 
Geraden CT und 1/ sind parallel imd bleiben es natürlich auch nach 
erfolgter Umlegung: also sind auch die Umlegungen (C)7' und (r) 
einander parallel.') Da nun (g) ebenfalls durch T geht, so ist (g) 
nichts anderes, als die dnpch den Spnrpunkt T zu {C]r gezogen«- 
Parallele. 

Will man die Umlegung(Ji) eines beliebigen Punktes M= [TT, M) 
der Geraden g = (TF) haben, so hat man nur M' von (C) auf Q/) 
zu projizieren, eben weil die drei Punkte C, M, M' auch bei der 
Umleguna in gerader Linie bleiben. 

Zu beachten ist, daß die Konstruktionen sich nicht ändern, wenn 
T senkrecht zu tt ist; nur werden dann (C) vmd {C)* die Endpunkte 
des zur Spur t senkrechten Durchmessers des Distanzkreises. Femer 
ist zu beachten, daß der Abstand des Projektionszentrum a von der 
Geraden g s; (2"/') gegeben wird durch die Entfernung zwischen (C) 
und (3). 

78, Diese einfachen Konstruktionen ermöglichen es uns nun, jene 
Probleme der metrischen Geometrie, die wir schon früher (in Nr. 37} 
als Fundamentalaufgaben bezeichnet haben, in einer ebenso ein- 
fachen Weise zu losen, wie wir jetzt zeigen wollen.*) 

An%. 1. Den Abstand zweier Punkte zu bestiBinien. 

Es seien A = {TI', A') and Ji=(UJ', B') die beiden gegebenen 
Pimkte, und ihre Verbindungslinie sei g, die — ■ wie wir zunächst 
annehmen wollen — keine spezielle Lage gegen die Beziehungselemente 
haben möge. Den Spurpunkt und den Fluchtpunkt von g, den wir 
ja nach Nr. 67 bestimmen können, wollen wir S und F' nennen 



1) Wir haben hier ak Umlegung von C den Punkt (0) genommen; in ähn- 
licher Weise hätte man zu yerfahren, wenn man (C)* gewählt imtte, 

2) Dem Leser wiid es nicht entgehen, daß auch die in Kap. 2, Nr. 61, öS 
behandelten Lösungen in letzter Linie auf geeigneten Umlegungen beruhen. 
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(Fig. 10()). Die DarHtellungsBleniPnte ti der i/ pr ap zip i enden Ebene 
fallen mit der Geraden SI zuaammen, legen wir nun jene Ebene 
nieder und bestimmen die Lagen, die C, f/, Ä B infolge de&sen an 
nehmen, so liefert uns die Streeke {Ä](S) ofleiibar den gesuchten 
Abstand. 

Wenn A und B mit ( m gerader Linie liegen, «^o lallen Ä und 
B' aufeinander, und die projizierende Ebene wird unbestimmt die 




obige Lösung ist dann aieht anwendbar und kann durch folgende er- 
setzt werden: Wir konstruieren uns (nach Nr. 70) die Orthogonal- 
projektionen ^4^, B^^ der beiden Punkte auf die Bildebene tt. Dann 
sind Ä(,ßf,C,, und der Punkt A' ^ B' vier Punkte einer Geraden g^. 
Wir legen nun die Ebene CC^A^B^ in die tt nieder. Dann wird 
(s. Fig. 107) der Punkt (C) Endpunkt des zu (Jq senkrechten Radius 
des Distanzkreises. Verbinden wir nun (C) mit A' ^ B', so erhalten 
wir {g), die von den in A^ und Bf, zu g^ errichteten Senkrechten in 
(A) und (B) geschnitten wird; der Abstand (A)(Ii) ist der gesuchte. 
Würde hingegen die Gerade AB parallel 
zur Bildebene sein, so würde die gesuchte 
, Länge gleich der Strecke Af,Bf, zwischen den 
Orthogonalprojektionen der Punkte sein. Neh- 
men wir nun an, daß die Gerade g ^ AB, 
die nicht der Verschwindungsebene angehört, 
als g = (g'-^ TT, P') dargestellt sei, so kon- 
struieren wir uns zunähet (s, Fig. 108) die 
Orthogoualprojektion P^ des Punktes P. Die 
durch Pß zu g' gezogene Parallele ist g^, und 
dann sind A^, B,, nichts anderes als die Pro- 
jektionen der Punkte A', B von Q aus. 
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In dem Falle sdjießlieh, daß g in der VerschwindungHebene 
liegt, gilt dasselbe wie oben. Die beiden Punkte werden dann dar- 
gestellt sein als A = {Tr, Ä^), 
B = (UJ', B'^'), und A^ und B^ 
werden dann (Fig. 109) konstruiert, 
wie in Nr. 70 angegeben. A^Bq ist 
dann gleich AB. 

Zur tJbun^: Gegeben eine Gerade 
(j und ein Punkt P auf ihr: geaucht ein 
zweiter Punkt X auf ihr, ao daß die 
Strecke l'X eine gegebene Länge l hat Fig. 109. 

■vgl. Nr. S7). 

Aufgabe 11. Den Alistand eiiips Punktes _P von einer Elicne t 
zu bestimmen. 

Auflösung: Man fälle von P auf t das Lot; der B'ußpunkt sei 
.F. Dann ist der gesuchte Abstand gleich der Strecke PF. Nun bat 
man noch die PF projizierende Ebene in die Bildebene umzulegen, 
dann wird {P)(F') = PF sein. 

:r Ebene T = [(/J 




Besondere Wichtigkeit bietet der Fall, daß t mit der Bildebene 
TT zusammenfällt. In diesem Falle wird der gesuchte Abstand . 
messen durch den absoluten Wert der 
Kote p des Punktes P. Um p zu 
finden, konstruieren wir uns zunächst 
(s. Fig. 110} die Orthogonalprojektion 
Pf, von P und legen dann das Dreieck 
CC^P' in die Bildebene um. Dann 
kommt C auf einen der Endpunkte 
des zu Cq-P' senkrechten Durchmessers 
des Distanzkreises zu liegen, und P 

in einen Punkt, in welchem die Gerade {C)P' von der in P^ auf 
CgPf, errichteten Senkrechten getroffen wird. (P)Pa ^^^ ^^^ gesuchte 
Abstand. — Man beachte, daß die Kote des gegebenen Punktes 
positiv oder negativ ist, je nachdem die beiden Strecken (P)P^ und 
(G') (7p den gleichen oder entgegengesetzten Sinn haben. Die in Nr. 58 




angegebene Gleichung (1) läßt sich aus Fig, 110 sogleich ablesen. 

Aufgabe 111. Den Abstand zweier paralleler Ebenen zu be- 
stimmen (Fig. 111). 

Auflösung. Es seien [t^i], f/j*'] die beiden zueinander, aber 
nicht zur Bildebene parallelen Ebenen. Wir schneiden sie mit der zu 
ihrer gemeinsamen Flucbtgeraden i' senkrechten projizierenden Ebene, 
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dann erhalten wir zwei einander parallele Geraden r^ ^ (T^ I"), r^ ^ (T^ T), 
deren Abstand dann gleich dein gesuchten ist. Legen wir jene Ebene 
uni und zeieimen (r^) und (r^), so 
ist die Aufgabe gelöst. Würden 
aber beide Ebenen parallel zur Bild- 
ebene sein, also t^ ^ \1\I^, A^'\, 
Tj = [^a-^i.- '^bIi ^^ wäre der ge- 
suchte Abstand gleich der Differenz 
oder Summe der absoluten Werte der 
Koten von J., und Ä^, die zu be- 
stimmen wir soeben gelernt haben. 




Flgp'iatz- Der Winkel CJ'K gibt uns (s Nr 6'^ Äufg II) 
d e Ne gung ß der 1 eiden El enen gegen d e tt daher ist der gesuchte 
Ä Etan 1 1 ß gegen iberhegende kathete eines rechtw ntl gen Dreiecks 
n t der Hypotenuse T 1^ S mit habm vir Dei Abitand zweier ein 
milder (aber nicht zu tt parallelen Ebenen ist gleich dem Abstände 
ihrer Spuren mal dem Sinns ihres \eignuKi*vinli.e]s g ge d e tt 

/ur I 1 un^ Wenie i es Bemerku g a auf d Bestimmung der zwei 
Ebenen di z emer gegeben n n best romten Ab t aden ] ■wallel a nd sowie 
auf d e Be t mmung dec PnnLte d e von Ire ei-ebenen Ebenen bestimmte 
A stände haben 

79 infgabe n DenAAinkel zu bestimmen den znei ge^eliene 
deiaden mitemandei bilden F g 11 ') 

Es ee en r^^ = (2 /-i ) »j l^s-^a ^^ gegebenen (jfraden Dpi 
„esuchte TV inkel ist offenbar dersell e wie der den d e be len zu 
ihnen paiallelen Pr jektionsstral len 
p^ , p^ miteinander bilden. Diese haben 
als Spurpunkfce I^', I^' «nd bestimmen 
eine Ebene, die als Spur- und Flucht- 
linie die Verbindungslinie I^'I^' hat. 
Legen wir nun diesa Ebene in die tt 
um, bestimmen (C) und verbinden 
(C) mit I^' und I^', so erhalten wir 
(j>i) und (ps), die miteinander den ge- 
pig ,i;, ' suchten Winkel bilden. Wie voraus- 

zusehen war, werden die Spuren von r^ 
und r^ hei dieser Konstruktion nicht benutzt. Wäre eine der Ge- 
raden, etwa r,, parallel zu tt, so würde ihr Iluchtpunkt I^' der un- 
endlich ferne Punkt von r^ sein, und die obige Konstruktion würde mit 
einer kleinen Abweichung Geltung behalten; läge sie überdies noch 
in der Verschwindimgsebene, so könnte man (nach Nr. 70) ihre Or- 
thogonalprojektion /"o aufsuchen, und der unendlich ferne Punkt von 
r^ würde dann J^' sein, und die vorige Konstruktion könnte wiederum 
angewandt werden. 




y Google 



Umleguogen, 



129 



Folgesatz: Aus dem Obigen folgt: Die Winkel zwischen zwei 
Uerailen sind gleich den Winkeln zwischen den Geraden, die das 
ProjektioBszentrnm mit den Fluchtpunkten verbindet, nachdem man 
CS mit der sie enthaltenden (zii beiden Geraden parallelen) Ebene 
in die n umgelegt hat. 

Zur (jlllitig: I. Gegeben die Fluchtlinie einer Ebene und der Flucttpunkt 
einer in ihr gelegenen Geraden; gcsuctt die gemeinsame Eiehtnng aller der Ge- 
raden jener Ebene, die diese Gerade unter einem gegebenen Winkel schneiden. 
II. Ein Dreieck ist seiner Gestalt nach beBtimmt, wenn man die Flnchtgerade 
seiner Ebene und die Projektionen seiner Ecken kennt. 

Aufgabe V. Den Winkel zweier Ebenen zu bestimmen (Fig. 113). 

Wäre eiae der Ebenen parallel zu tt, so wurde die Aufgabe nicht 
verschieden aem von der sohoa (Nr. 62) gelösten, die Neigung einer 
Ebene zu hnden Die beiden Ebenen seien also t^=s[(i«V]> '^^^^Ißsh''}- 
Wir betrachten die zu ihnen 
senkrechten Projektions strahlen 
Pi, Po, die&e hdben als Spur- 
punbte die Autipoie I^', 1/ der 
Geraden *i', *Vi ^^^ durch sie be- 
Btimmte Ebene legen wir in die 
TT um, indem wir sie um die Ge- 
rade i' ^ jfi'-^g' drehen, die, neben- 
bei bemerkt, auch die Autipolare 
des Punktes I' .= ii'i^' ist, und 
bestimmen (<7). Die von den 
beiden Geraden (p^) = (C)/^' und (p^) = (C)T^' gebildeten Winkel 
sind die gesuchten. — Man beachte, daß die Spuren t^, ^ nicht zur 
Verwendung kommen. 

Zur Üliung: Durch eine, in einer 
andere Ebene zu legen, die mit jener e 

Mit Benutzung der TJmlegung gelangen wir leicht zu folgendem 
Porisma: Von einer Geraden kennt man die Projektion g', den 
Fluchtpunkt T, sowie von einer Strecke AB auf ihr die Projektion 
A'B' und die Länge l: dann ist die Gerade g vollständig be- 
stimmt. 

Beweis: Man betrachte die g projizierende Ebene und lege sie 
in die tt um; nimmt dann das Zentrum die Lage (C) an, so sind 
{0)A' und (G)B' die ümlegungen der Projektions strahlen CA und 
CB; die Umlegung von g wird dann eine zu (C)!' parallele Gerade 
werden, von der Eigenschaft, daß die beiden Geraden (C)A' und (G)B' 
auf ihr ein Stück von der Länge l absehneiden. Damit ist (ß) auf 
zwei Weisen bestimmt und kann durch ein Verfahren, das die Ele- 
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meutargeometrie lebrt, konstruiert werden. (//) schneidet <i' 
Spurpuukte der gesuchten Geraden. 



b) Dmlegung einer beliebigen Ebene. 

. Es sei T E^ [tt] eine beliebige, also nicht durch das Zentrum 
, noch zur Bildebene parallele Ebene, P ein beliebiger Punkt in 
ihr, und P' dessen Bild, Dann sind tt und t die Träger zweier ebener 
perspektiver Systeme, deren Perspektivitatszentrum C und deren Achse 
t ist. i' ist die Grenzlinie für das System tt, t* für t. Lassen wir 
nun T um seine Spurlinie sich drehen, so wird immer zwischen den 
beiden betrachteten Systemen eine Projektivität bestehen bleiben, wenn 
wir als entsprechend immer die Projektion P' yon P und die neue 
Lage, die P einnimmt, ansehen, t ist immer eine Doppelgerade, und 
daher ist jene Projektivität eine Perspektivität, deren Achse immer 
t bleibt, während das Zentrum veränderlich ist. Und wenn t die 
angenommene Bewegung zu Ende geführt hat, indem sie mit der tt 
zusammenfällt, dann haben wir in der Bildebene eine Homologie, 
deren Achse die Gerade t ist. Folglich; 

Die Projektion JF' einer beliebigen ebenen Figur nnd ihre Uiu- 
legnng (9^) anf die Bildebene entsprechen sieh immer in einer Ho- 
mologie, deren Achse die SpnrHaie der umgelegten Eliene bildet. 

Um die Bestimmung dieser Korrespondenz zu vervollständigen, 
betrachten wir die Ebene (T ee Ci' (die zu t parallele projizierende 
Ebene) und denken uns, daß, 
während t um t rotiert, ö" 
um i' rotiert derart, daß sie 
immer zu t parallel bleibt. 
Zu Ende der angenommenen 
Rotation wird o ebenso wie 
T auf der Bildebene angelangt 
sein, und das Zentrum C 
wird dann eine Lage (C) 
angenommen haben, die wir 
(nach Nr. 77) leicht finden 
können (s. Pig. 114). Jetzt 
betrachten wir eine beliebige 
Gferade g der Ebene t. Sie 
hat natürlich ihren Spur- 
punkt T auf t, ihren Flucht- 
punkt /' auf i' und läuft 
also parallel zum Projektionsstrahl CI'. Dieser Parallelismus wird 
auch bei der doppelten oben angenommenen Drehung bestehen bleiben 
und zum Schlüsse derselben wird (ß) parallel zu (C)I' sein; (g) muß 
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aber auch durch T gehen, welcher Punkt, weil er der Achse ange- 
hört, sich nicht verändert hat. Somit ist {g) die dorcl. T 7m (C)/' 
gezogene Parallele. So kann man für jede in t gelegene Gerade, 
wenn man ihre Projektion kennt, die Umlegunj:; finden. Es ergibt 
aicli, daß im allgemeinen (^) von ((/') Terschieden ist; nur wenn g' 
durch (C) geht, fallen sie zusammen. Das zeigt uns, daß in der 
zwischen fF' und (J) bestehenden Homologie (C) das Zentrum eines 
Büschels von Doppelgeraden ist, also ist (C) das Zentrum jener Ho- 
mologie. Zwei entsprechende Punkte P' und (P) der Geraden g und 
(g) liegen mit (C) in gerader Linie; jedoch einem Punkte T der 
ersteren entspricht der unendlich ferne der zweiten, somit ist i' Grenz- 
linie der Piguren tF'. Beachten wir auch, daß die vierte Ecke des 
Parallelogramms Cl'T ein Punkt (T*) ist, daher ist die durch (T*) 
zu T gezogene Parallele ((*) Grenzlinie der Figuren (fF). 

Fassen wir die vorigen Ergebnisse zusammen, so erhalten wir 
den folgenden 

Satz vnii Steviii: Wird eiuc (weder durch das Frojektions- 
zentrum gehende, noch zur Bildebene parallele) Ebene t = [tt\ in 
die Bildebene umgelegt, s« besteht zwischen den Projektionen JF' 
und den ümlegnngc.ii (JF) der Figuren 3^ von t, eine Homologie, die 
1. als Achse die Spur t von tt hat, 2. als Grenzlinie von JF' die 
Pluchtlinic von t, it. als Zentrum der Homologie die Lage, die das 
Projektionszentrum bei der TJmlegung der zu t parallelen projizie- 
renden Ebene in der Bildebene annimmt.^) 

Dieser Satz verwandelt jede Aufgabe, die Umlegungen und 
Wiederaufrichten betrifft, in eine andere die Homologie betreffende. 

c) Umlegung einer zur Bildebene parallelen Ebene. 
81. Wir haben schon in Nr. 35 gesehen, daß man, um eine 
Ebene in eine zu ihr parallele zu verlegen, nichts weiter nötig hat, 
als sie einer Verschiebung in einer zu beiden Ebenen senkrechten 
Richtung zu unterwerfen. Dabei geht jeder Punkt der ersten in seine 
eigene Orthogonalprojektion auf die zweite über. Für den Fall, daß 
diese mit der Bildebene zusammenfällt, sind die betreffenden Kon- 
struktionen schon (in Nr. 70) angegeben; jedoch wird es zweckmäßig 
sein, noch einige weitere Bemerkungen anzufügen. Die zu verlegende 
Ebene sei t = [J'/', ^']; P sei ein beliebiger Punkt derselben und 
durch sein Bild P' gegeben. Die Ortho gonalprojektionen A^, Pq von 
A und P liegen ersichtlich auf den Geraden C^A', C^P'\ überdies 
sind die Geraden A'P' und^ßPß, weil sie beide zu ^P parallel sind, 
es auch zueinander. Hieraus ergibt sich: Wenn wir von einer Figur 

1) Vgl. den analogen in Nr. 36 aufgestellten Satz! 
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XF der Ebene t die Zentrol und Ortbogonalprojektioa auf die Bild- 
ebene JF und Sv, betrachten, daß zwiselien den Punkten und Geraden 
dieser Ebene eine eindeutige Korrespondenz besteht, derart, daß die 
Verbindung s hm en entspieihender Punkte in einen Punkt Cf, zusammen- 
laufen wahrend zwei entsprechende Geraden einander parallel sind. 
Also entsprachen sich fF und j^ homothetisch, sie sind ähnlich und 
ähnlich gelegen, mit dem Ahnlichkeits- 
punkte C„, und es bilden Ä und ^ ein 
Paar entsprechender Punkte. Um diese 
Beziehung festzulegen, genügt die direkte 
Konstruktion des Punktes A^ als Ortho- 
gen alprojebtion von Ä (Fig. 115). Um 
für P' den Punkt P^ zu finden, hat man 
nur den Schnitt der Geraden (\P' mit 
der durch Ä„ zu Ä'P' gezogenen Parallelen 
zu zeichneu. Ebenso findet man zu einer 
Geraden r' die entsprechende, indem man 
die Orthogonalprojektion Pg eines ihrer 
Punkte P' bestimmt, und durch P^ zu / die Parallele zieht; diese 
ist dann r^. 

Diese homothetisehe Beziehung verschwindet, wenn t mit der 
Verschwindungsebene zusammenfällt. Dennoch kann man zu jedem 
Punkte dieser Ebene die Orthogonalprojektion auf die Bildebene kon- 
struieren, wie in Nr. 70 (Fig 99) gezeigt wurde. 

d) Anwendungen der Umlegungen. 

82. Es sollen hier zunächst einige einfache Aufgaben aufgezählt 
werden, zu deren Lösung sich die Umlegungen als nützlich erweisen. 

Aufgabe I. Den Neigungswinkel einer Geraden r = (TP) gegen 
eine Ebene t = [tf] zu finden. 

Auflösung: Man lege dur-jh r die zu t senkrechte Ebene ö 
(s. Nr. 76), bestimme die Gerade s = ot und lege dann CT in die tt 
um. Der spitze Winkel zwischen (r) und (s) ist der gesuchte. Oder 
besser; der gesuchte Winkel ist das Komplement des Winkels, den 
r mit einer zu t senkrechten Geraden bildet. 

Aufgabe II. Den Abstand zweier paraHeler Geraden ri, r^ zu 
linden. 

Anfgabe III. Den Abstand eines Punktes P von einer Geraden 
g zn bestimmen. 

Aufgabe IV. Durch einen Punkt P eine Gerade zu legen, die 
mit einer gegebenen g einen bestimmten Winkel bildet. 

Auflösung: Bei Aufgabe U hat man die Ebene r^r^, bei III 
die Ebene Pff in die tt umzulegen; bei IV bestimme man die Um- 
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legnng (x) einer der gesuchten Geraden und bringe dann die Ebene 
Pg wieder in ihre alte Lage, um zur Darstellung von x zu gelangen. 
Znr Übnu^: I. Durch einen Punkt eine Gerade voa gegebener Länge zu 
legen, ao daß sie parallel zu einer gegebenen Ebene wird, und der zweite End- 
punkt in eine andere Ebene zu liegen kommt. — II. Gegeben ein Punkt und 
eine nicht durch ihn gebende Gerade: ein Quadrat zu konstruieren, dessen eine 
Ecke der Punkt ist, und dessen eine Seite auf jener Geraden liegt. — III. Ein 
regelmäßig w-seitiges Vieleck darzustellen, das dureb seine Ebene und die Pro- 
jektion zweier aufeinander folgendt-r Ecken bestimmt ist. — IV. Einen Kreis 
darzuatellen, dessen Ebene, Mittelpunkt und Jtadius bekannt ist. — V. Eine 
Kurve darzustellen, die gleich einem Kegelschnitte ist, dessen Ebene und Pro- 
jektion man kennt. Die Brennpunkte berauleiten. ~ VI. Die merkwürdigen 
Punkte eines Dreiecks zu bestimmen, von dem man die Ebene und die Projek- 
tionen der Ecken kennt. 

Aufgabe V. Durch eine Cleraile g = [Tr] eine Ebene zu legen, 
ilie mit einer gegebenen t = [tf] einen gegebeuen Winkel <p bildet. 

Auflösung: Wir legen durch das Projektiotis Zentrum C die 
Gerade s parallel zu g und die Ebene ff parallel zu t. Dann ist 
offenbar s = CT und ff = Ci'. Die gesuchte Ebene E wird dann 
parallel zu der Ebene 11 sein, die durch s gelegt mit ff den Winkel 
9 bildet. Wir beginnen daher mit der Konstruktion von r|. Zu 
diesem Zwecke fällen wir von T' das Lot I'O auf ff und beachten, 
daß die 00* Ebenen, die durch T gehend mit ff den Winkel <p bilden, 
diese Ebene in den oo* Tangenten eines bestimmten Kreises F mit 
dem Zentrum achneiden; seinen Radius wollen wir /■ nennen. Jedoch 
nur die beiden von C aus an F gezogenen Tangenten x und y können 
eine durch s gehende und somit der Aufgabe genügende Ebene ^ 
liefern. Sind nun T^ und T^ die Schnitte von x und j/ mit i', so 
werden FT^, TT^ die Spuren der genannten Ebene ti und die Flucht- 
linien der gesuchten £ sein. Da es sich nun um projizierende Ebenen 
handelt, so sind die Ebenen ti hinlänglich bestimmt; es handelt sich 
also lediglich nur um die Punkte T^, T^. 

Was noch die Größe des Radius r angeht, so erkennt man 
leicht, daß 

r = i'O- ctg q;, 

oder, da TN senkrecht zu i' ist, 

rö = TN- sin ß, 
wenn ß die Neigung von t bzw. ff gegen tt ist; also wird 
r = TN- sin ß ■ ctg 95. 

Um die Konstmktion in der Zeichenebene ausführen zu können, 
beachte man, daß das von T auf die Ebene ff gefällte Lot p als 
Spurpunkt ebenfalls /' hat und als Fluchtpunkt den Antipol J der 
Geraden i' in bezQg auf den Distanzkreis: diese Gerade kann daher 



y Google 



134 



II. Buch. Zentralptojektioi 



bezeichnet werden als p s i^'J)- Si^ trifft die Ebene ö in einem 
Punkte 0, der ala Projektion jenen Punkt 0' hat, in dem sicli die 
Geraden *' und I'J treffen; daher kann man schreiben 0^{I'J, 0')- 
Sind nun H und N die Fußpunkte der von J und F auf i' gefällten 
Lote, so kann man offenbar schreiben 0' = (SN, 0). Um nun die 
Ümlegung von zu finden, hat man nur das {in Nr. 77 angegebene) 
allgemeine Vei-fahreu anzuwenden und dies lehrt uns, daß (0) nichts 
auderee ist, ais dei SL'hnitt der Geraden I'N und (C)O'. Ist nun K 
der Endpunkt des 7u i p.irallelen Radius des Dietanzkreises , so ist 
der Winkel JKH ein Rechtei, wahrend der Winkel KHJ die Neigung 
ß der gegebenen Ebene angibt Wir ziehen nun durchs und I' die 
Parallelen bzw. zu HK und JK, die sich in (Ö) schneiden mögen. 
Eine einfache Betrachtung der ahnlichen Dreiecke zeigt uns nun, daß 
N{0) = N{ö"); hieiaus ergibt sich eine andere, von F. Schütte be- 
merkte, Art, die Umlegung [0] zu finden, die des Punktes (7 nicht 
bedarf, und folgende Konstruktion. Wir legen die Ebene (T in ir am 

und bestimmen (C) 
in bekannter Weise 
mit Hilfe der Punkte 
H, K (s. Fig. 116). 
Um (0) zu finden, 
fällen wir das Lot 
I'N auf i', ziehen 
durch N die Parallele 
zu HK und fällen 
von T auf diese das 
Lot_/'(Ö); der mit 
N(p') um A'beschrie- 
bene Kreis trifft I'K 
in (0). Legen wir 
ani"'(Ö) den Winkel 
(90" — ip) an, dessen 
_ freier Schenkel (0) .A" 

in R trifit, so ist (0)i£ = ■/■. Der um {0) mit r beschriebene Kreis 
ist {T), an den wir von (C) aus die Tangenten ziehen, die i' in T^ 
bzw. Ty schneiden. Die Geraden TT^. I'T^ sind die Fluchtgeraden 
i'^, i'y, die durch T zu ihnen gezogenen Parallelen t^, t die Spur- 
linien der gesuchten Ebenen. — Damit die Aufgabe möglich sei, ist 
nötig, daß tp größer ist als der von g mit t gebildete Winkel. 

83. Die Umlegungen fähren uns auch zur Aufstellung bemer- 
kenswerter Sätze nach Art der schon früher (Nr. 63, 74, Übg. Ilii 
angeführten Porismen, wie dies folgende Beispiele zeigen mögen: 
Vopisma I. Jedes iielicliige Viereck t^^^ in der Bildehene 
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kanu als Projektion eines Quadrates mit der Seite / angesehen 
werden. 

Um die Lage eines solchen Quadrates zu bestimmen, kann man 
noch z. E. die Neigung ß seiner Ebene t gegen die tt angeben. 

Beweis: Die Geraden 1'^ und 3'4' mögen sieh in I\, dagegen 
^'5' und 1'4' in I'^ treffen; dann ist die Verbindungslinie i' dieser 
beiden Punkte die Fluchtlinie der Ebene t des Quadrates (Fig. 117). 
Da nun die Seiten i,'^ und 14 zueinander senkrecht sind, so muß, wenn 
man t umlegt {s. Nr. 79, Polgesatz}, dag Zentrum C auf die Peripherie 
des über //ij' als Durchmesser beschriebenen Kreises zu liegen 
kommen. Da übrigens auch die Diagonalen 13 und 34 zueinander 
senkrecht sind, so muß, wenn Ig und // die Schnitte von 31 und 
42 mit i' sind, (C) auch auf dem über /g'// als Durchmesser be- 
schriebenen Kreise liegen, wodurch (C) bestimmt ist. Jetzt fäUen wir 
das Lot (C)H auf *" und konstruieren das rechtwinklige Dreieck C^HK 
mit dem gegebenen Winkel ß bei S und der Hypotenuse NK = H{C). 
Seine andere Kathete .KC'q liefert 
den Radius und das Zentrum C„ 
desDistanzkreises. Alsdann können 
wir (nach Nr. 79, Porisma) die 
Umlegung (ß) der Geraden 12, 
deren Fluchtpunkt // und deren 
Projektion f ^' ist, konstruieren, 
so daß das Stück {1)(2) die ge- 
gebene Länge l hat. (ß) schneidet 
dann (/' im Spurpuflkte T und 
die durch T zu i' gezogene Par- 
allele ist die Spurlinie / der 
Ebene t des Quadrates. Die Um- 
legung dieses wird die Figur 
sein, die dem gegebenen Vierecke 
in der Homologie entspricht, deren 
Zentrum (C), deren Achse ( und 
deren Grenzlinie i' ist; daß diese 
Figur ein Quadrat ist, geht 
daraus hervor, daß sowohl zwei aufeinander folgende Seiten, als auch 
die Diagonalen aufeinander senkrecht stehen; daß die Seiten die Länge 
/ haben, ei^ibt sich aus der Konstruktion. 

Zur l'buDg: Wieviel Lösungen iiat die Aufgabe und wieviel könnBn reell 




Porisma 11. Ein beliebiger (etwa durch fünf Punkte gegebener) 
Kegelschnitt K' der Bildebene kann immer als Projektion ans 
einem geeignet gewählten Zentrum eines Kreises K angesehen werden, 



y Google 



136 U Buch. Zentralpiojektioii. 

der in einer gegebenen Eliene r liegt, die etwa durcli ikre Spur t, 
die Fluchtlinie i' und die Neigung ß bestimmt ist. 

Beweis; Der Pol 0' der Geraden i' in bezug auf K' wird die 
Projektion des Zentrums des Kegelschnittes K sein, und daher 
werden ii^end zwei durch 0' gehende un<] m hezug auf K' konju- 
gierte Geraden a^', a^ die Bilder zweier durch gehender konjugierter 
Durchmesser von K sein. Ist nun dieser ein Kreis, so müssen a, 
und (ij aufeinander senkrecht stehen, und dasselbe gilt auch für die 
Umlegnngen {a^, (oj), die man erhält, wenn mau t in die ti umlegt. 
Ist nun Jj' = «,'«', I^'^^a^i'. so werden [a^ und («ji parallel zu 




((7)Z|' und (6')Jj'; (C) gehört demnach der Peripherie des Kreises 
mit dem Durchmesser /j'/j' an. Ein zweites Paar h^h^' durch 0' 
gehender konjugierter Geraden liefert einen zweiten Kreis für (G) 
(b. Fig. 118). 

Fällen wir dann das Lot {C)H auf i' und zeichnen das gleich- 
schenklige Dreieck (C)HK mit dem Winkel ß bei H, so liefert das 
Ton K auf {C')M gefällte Lot (7(7g Zentrum und Radius des Distanz- 
kreises. 

Sind weiter T^, T^, U^, U^ die Schnitte von t mit den Geraden 
a,', a^', bj^, 63', so werden die durch diese Punkte zu den die Flucht- 
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punkte dieser Geraden von (C) aus projizierenden Strahlen gezogenen 
Parallelen sich in (0) treffen. Da nun (K) ein Kegelschnitt mit zwei 
Paaren zueinander senkrechten konjugierten Durchmessern ist, so muß 
er ein Kreis sein. Den Radius findet man, wenn man z. B. zu irgend 
einem Punkte M" von K' den entsprechenden (M) konstruiert in der 
durch (C), i, t definierten Homologie. ■ — ■ Es ist leicht einzusehen. 
daß die angeführte Konstruktion reell nicht ausführbar ist, wenn i' den 
Kegelschnitt K' in reellen Punkten schneidet. 

Zur ÜbQDg: Ist in der Bildebene ein Dreieck L'M'N' gegeben imd eine 
Gerade i\ so gibt ea in einer pasBend gewählten Ebene, die % zur Fluchtlinie 
und die Neigung ß hat, immer ein Dreieck LMN kongruent mit einem ge- 
gebeneu, das sich in 2,'M'N' projiziert, wenn man das Projektion sä entrum ge- 
eignet wählt. 



Sechste.'? Kapitel. 

Verlegung der Grundelemente und Verschiebung der abznbildenden 

Figuren. 

a) Verlegung äes Frojektionszeatrums. 

84. Wie bei der Mongeschen Darstellungsmethode (ygl. Nr. 44), 
so kann es auch bei der jetzt behandelten zuweilen nützlieh sein, die 
ursprünglichen Grundelemente durch ein anderes Projektionszentmm 
und eine andere Bildebene zu ersetzen. Offenbar sind diese beiden 
Veränderungen voneinander unabhängig und wir können sie daher 
nacheinander ausführen; daher wollen wir die für diese beiden Ver- 
änderungen geltenden Regeln getrennt betrachten. 

Es werde wie bisher mit C das ursprüngliche Projektions Zentrum 
bezeichnet, mit K das neue; Gg sei der alte, K^ der neue Hauptpunkt 
und d und e die entsprechenden Distanzen. Die beiden Distanzkreise 
haben nun zwei Ahnlichkeitszentra; wir wollen mit dasjenige von 
ihnen bezeichnen, welches die Spur der Gferaden CK in der Bildebene 
ist; demnach wird der innere oder äußere Ahnlichkeitspunkt sein, 
je nachdem C und K auf verschiedenen oder auf derselben Seite der 
Bildebene tt liegen. Bei einer Figur 5F wollen wir, wie bisher, die 
Orthogonalprojektion mit JF^, die Zentralprojettion aber von C und 
K aus mit ^' und 3^' bezeichnen. 

Zuallererst wollen wir nun die neue Darstellung einer beliebigen 
L ^ SS {TI') aufsuchen. Zu dem Zwecke beachten wir, daß 
ihr Spurpunkt T sowohl im alten als im neuen System derselbe 
bleibt, und daß ferner die beiden Fluchtpunkte /', T die Spnrpunkte 
der durch C und K zu 7 gezogenen Parallelen sind. Infolgedessen 
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werden (Fig. 119) 0, I', I' in gerader Linie liegen, und C^T, K^l' 
einander parallel sein. Daraus ersehen wir, daß /' dem Punkte 1' in 
■der Homothetie entspricht, deren Zentrum ist, und in der Cf, und 
Kg entsprechende Punkte sind. Die Gerade TT ist also die neui> 
Projektion t?" von ff. — ■ Han- 
delt es sich um eine Ebene 
T = \ti'], so bleibt ebenso 
ihre Spur f dieselbe, und 
ihre neue Fluehtgerade i' ist 
diejenige Linie, die der Ge- 
raden i' in der genannten 
Homothetie entspricht. — 
Handelt es sieh schließlich 
um einen Punkt P^CZT^P'); 
so beachte man, daß die drei 
Punkte 0, P', P' in einer 
Geraden liegen müssen, näm- 
lich der Spur der die Punkte C, K, 0, P, P', P' enthaltenden Ebene: 
man erkennt somit, daß P' nichts anderes ist, als die Projektion des 
Punktes P' von aus auf die Gerade g: 

85. Spezialfälle. a) Die obigen Konstruktionen erfordern 
keine wesentlichen Modifikationen, wenn das neue Zentrum in die 
Verschwinduugsebene des alten Systems fällt, mit anderen Worten, 
wenn e = d. Daiin wird der unendlich ferne Punkt von Cf,Kf, und 
die entsprechend gezeichneten Strecken, wie PI', sind äquipollent mit 
C^S^f, während alle Geraden, wie P'P-, parallel zu C^^u werden. 
Die neue Fluchtgerade einer Ebene [ti'] erscheint dann gegen die alte 
in der Richtung C^S!^ um eine Strecke gleich C^,Kf, parallel ver- 
schoben. 

b) Von nicht geringerer Wichtigkeit ist der Fall, daß das ueue 
Zentrum mit dem alten auf derselben Senkrechten zur Bildebene 
liegt- dann fallen C^ und Ä"„ zusammen mit 0, und die Distanzkreise 
sind konzentrisch. Auch dann liegen 0, P, P in gernder Linie und 
es ist 

7' </ 



und daher entsprechen sich i', /' 
0, und deren konstantes Verhältnis ist; 
die beiden Fluchtgeraden derselben Ebene, 
daß aus der obigen Beziehung folgt: 



einer Homothetie, deren Zentrum 

ist; in dieser entsprechen sich 

wir auch noch, 



rP={d-e) 



or 
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und da nun gleich dem Kotangens des Neigungswinkels « der 

lit trachteten Geraden gegen die n ist (s. Nr. 61), so kann man auch 
fichreiben 

'rj- ^{d-e) ctg a, 

welche Beziehung uns I'I' auch konstruieren läßt als eine Kathete 
eines rechtwinkligen Dreiecks, dessen andere (ä ~ e) mit dem an- 
liegenden Wmkel a ist 

Schließlich wnd folgende Bemerkung nnht iiberfiiissig sein: Will 
man das Zeutium in eine beliebige andere Lage K überführen, so 
kann man es zunächst p<»iallel der Bildehene verschieben, bis es senk- 
recht über Jlj zn liegen kommt und dann m einer dazu senkrechten 
Richtung veisthieben bis sein Abstand t wird, mit anderen Worten: 
das in voriger Numniei angegebene Vertihren kann durch eine Kom- 
bination der soeben angegebenen Konstruktionen ei'setzt werden. 

Anwendungen: 1. Durch eine Verlegung des Projektionszentrums 
kann man jede beliebige Ebene t = [ti'] in eine projizierende ver- 
wandeln, ohne den Hauptpunkt zu verändern. Man braucht nämlich 
nur als neues Zentrum den Punkt zu wählen, in dem die in C^ auf 
it errichtete benkrechte die t schneidet. Ist wieder «: die neue Distanz, 
so hat man oftenhai' 

« ~ Cj' 

wenn wir mit ('„(" und C^t den Abstand des Hauptpunktes von den 
Darstellungaelemeoten der Ebene bezeichnen. Dadurch ist e bestimmt 
und die Transformation festgelegt. 

2. Wenn die Zentra C und K gegeben sind, sowie ein Punkt 
F^b(^TI', P'), so läßt sich, wie wir gesehen haben, der Punkt P' 
finden mit Benutzung des Umstandes, daß 0, P', P' in gerader Linie 
liegen. Umgekehrt, wenn die Punkte F' und P' gegeben sind, die mit 
auf derselben Geraden liegen, außer G, K, SO ist der Punkt P eindeutig 
bestimmt, indem nämlich die Geraden CP' und KP' sich in ihm 
schneiden müssen. Zunächst trefi'en sich C^P' und K^P' in der 
OrtbogonalprojektionP(|, und somit wird P dargestellt alsP5s(P^(7p,P'). 
Die beiden mit ailineierten Punkte P', P' können somit als Dar- 
stellung des Punktes P gelten; ebenso können zwei Geraden g' und 
!)• als Darstellung der Geraden g angesehen werden, in der sich die 
beiden Projektionsebenen Gg' und Kg' schneiden. — Die so ent- 
-standene Art der Darstellung wird als bizentrale Projektion be- 
zeichnet; insbesondere wird sie als stereoskopische Projektion be- 
zeichnet, wenn die Verbindungslinie der Zentra parallel zur Bild- 
ebene ist. 
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b) Verlegung der Bildebene. 

86. Als neue Bildebene möge eine weder zur alten parallele, 
noeh durch das Zentrum gehende Ebene p es [s/"] genommen sein. 
Um auch hier ein einziges Zeichenblatt benutzen zu können, wird es 
nötig sein, jene Ebene p in die Bildebene tt umzulegen. Der PuB- 
pnnkt des von C auf p gefällten Lot^s, also der neue Hauptpunkt, 
sei Kg und sein Abstand von C, die neue Distanz, sei e. Ist nun 
K^' der Antipol von /" in bezug auf den ursprünglichen Distanzkreis, 
so ist Kf,' die Projektion von Kg ^ (sf, K^'). Was die Distanz e 
angeht, so kann sie nach Nr. 78, II bestimmt werden, — Legen wir 
die beiden Ebenen p und Cf in die tt um, so bekommen wir die ent- 
sprechenden Lagen (Kg) und (C) der Punkte K„ und C; der Kreis um 
{Kg) mit dem Radius e ist dann die Umlegung des neuen Distanz- 
kreises*). 

Wir wollen im ailgemeinen mit 5f die neue Projektion einer be- 
liebigen Figur ^ auf p bezeichnen, demnach würden die neuen Ele- 
mente einer Geraden <i = [T/] mit f/, I bezeichnet werden, und die 
der Ebene t =^ pi'] mit m und i; dann ist U der Puntt gp, T der 
Schnitt des Projektionsstrahles Cl' mit der Ebene p, während i der 
Schnitt von p mit der projizierenden Ebene Ci' sein wird, schließlich 
wäre g der Schnitt von p mit der projizierenden Ebene Cg = Cg'. 
Demnach würde, da g und g derselben projizierenden Ebene ange- 
hören, g' identisch mit (/, und die Darstellungselemente von g in 
bezug auf die alte Projektionsebene würden die Punkte 1\ und I^' 
sein, in denen s und f von g' geithnitten werden. Daraus ergibt 
sieh, daß man (g) erlmlt, wenn man durch T^ die Parallele zu (C)Ii' 
zieht Auch I' und I liegen auf demselben Projektions strahl mid 
daher ist J ' == /'; um (T) zu finden, braucht man daher nur den 
Schnitt der beiden Geraden (C)!' und (g) zu bestimmen. Wir 
konstruieren nun nach Nr. 67 die Projektion V des Punktes Uj 
ziehen wir dann {C)Jj', so schneidet diese g in(f7). Nach der Um- 
legung von p in die TT würden dann {JJ) und (J) als die Darstellangs- 
elemente von g anzusehen sein. 

Es sei nun P e=s (TT, JP'), dann liegen P' und P auf demselben 
Projektionsstrahl, P' fällt mit P' zusammen; somit erhält man (P), 
indem man P' von (C) aus auf (g) projiziert. 

Endlich sei j = [ti'} eine beliebige Ebene. Die Gerade m=tp 
hat als Spur T^^st und als Fluchtpunkt l^'^üfi'-^ also bekommt 
man (m), wenn man durch T^ die Parallele zu (C) I\ zieht, i' und * 

1) In vielen FäÜen (z. B. wenn es 
Lage bandelfi wird ea nicht nötig sein, 
KonstrnktioueQ niclit auftritt. 
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göhören derselben projizierenden Ebene an, also haben sie zusammen- 
fallende Projektionen, jedoch liegt i in p, folglich sind die Darstel- 
lungselemente von / Tj =^ i's und I^' ^ i'f ^ I^'. Also ist (i) die 
durch Tfl zu (C)I^' gezogene Parallele. Die Darstellungselemente von 
T im neuen System sind dann (m) und (i). 

Die angegebenen Konstruktionen ermöglichen uns die neue Dar- 
steUüi^ jeder beliebigen Figur zu finden, die als aus Punkten, Geraden 
und Ebenen gebildet angesehen werden kann. 

Was noch die Bezeichnungen anlangt, so kann man nachträglieh 
der Einfachheit halber die Klammem um die Buchstaben weglassen, 
um die neuen Darstellungselemente zu bezeichnen, wenn man immer 
nur daran denkt, daß die Umlegung der neuen Bildebene schon er- 
folgt sei. 

87. Ist die neue Bildebene der alten parallel, so verlieren die 
obigen Konstruktionen ihre Gültigkeit und es erscheint besser, statt 
die Modifikationen, die dieser Fall erfordert, aufzusuchen, die Unter- 
suchung ganz von neuem wieder aufzunehmen. 

Die neue Bildebene liege z. E. in dem positiven Kaumgebiete im 
Abstände l von der alten Bildebene. Eine Gerade g ^ (3'/') habe als 
neue Elemente U und I. Um auch hier iu einer Zeichenebene 
operieren zu können, ersetzen wir diese durch ihre Orthogonalprojek- 
tionen Ug und If, auf die tt, was offenbar einer Umlegung der p in 
die TT gleichkommt (vgl. Nr. 81). Da nun der Projektions strahl CI T 
parallel der Geraden 7.'ü ist, so sind 
die drei Strecken TI', TJI, Ü^Ia 
äquipollent. Ist nun IT der Punkt, 
in welchem Cü^ die p trifft, so ist 
C^H-^l und die Gerade HI ist 
parallel zu Cj^. Wird nun das 
Dreieck C^I'C auf die tt umgelegt, 
so kommt C auf den Endpunkt (C) 
desjenigen Radius des Distanzkreises, 
der senkrecht zu Cßl' ist, waA H auf 
den Punkt (-ff), wo dieser Radius 
von dem um C^ mit l beschriebenen 
Kreise geschnitten wird, zu Hegen. 
Die durch [IL) zu 6'„ T gezogene Par- 
allele wird (6')r im Punkte (J) 
treffen, und dann ist /„ der Fußpunkt 
des von (7) auf C^I' gefällten Lotes 
(s. Fig. 120). Pq ist dann die vierte 
Ecke des Parallelogramms I^ T T. 
Also hat die Gerade g als neue Darstellu: 
und ü^. 




igseleniente die Punkte /,, 
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Schließlich sei noch bemerkt, daß aus der Fig. 120 leicht folgt. 
wenn a die Neigimg von </ gegen tt, daß 

iT = rf7o = i.ctg«. 

Ist ferner !> - (TT, P'), so muß offenbar F^ der Schnittpunkt 
der beiden Geraden I^ nnd C^P' sein, so daß wir also auch jeden 
Punkt des Raumes in dem neuen System darstellen können. 

Aus dem oben Gesten auch die neue Darstellung einer belie- 
bigen Ebene abzuleiten, wollen wir dem Leser überlassen. 

e) Verlegung der darzustellenden Tiguren. 

88. Um die gegenseitige Lage der abzubildenden Figur und der 
Bezugselemente zu verändern, kann man auch, statt die letztere zu 
verlegen, wie wir vorhin angegeben haben, den Figuren selbst eine 
andere Lage im Räume geben. Die Operation einer beliebigen Be- 
wegung einer Figur in Konstruktionen zu übertragen, führt nun bei 
der Zentral Projektion im allgemeinen zu derartigen Komplikationen, 
daß sie für die Zeichnung keinen wirklichen Nutzen liefern, auch 
wenn es sieh um Rotationen um eine beliebige Achse handelt. In 
dem einfachsten Falle, daß die Figur sich um CC^ als Achse dreht, 
ändert die Zentralprojektion nur die Lage, nicht die Gestalt. Andere 
Fälle, die nützlich werden könnten, sind die einfachen Verschiebungen, 
auch translatorische Bewegungen genannt; bei denselben werden die 
Fluchtelemente nicht verändert. Nun läßt sich jede beliebige Ver- 
schiebung dieser Art durch zwei andere ersetzen, von denen die eine 
parallel, die andere senkrecht zur Bildebene erfolgt. Was nun den 
Spurpunkt T einer beliebigen Geraden g angeht, so geht dieser bei 
der ersten Verschiebung in einen anderen Punkt U über, jedoch so, 
daß die Strecke T U äquipollent ist mit der Strecke p, die alle Punkte 
der bewegten Figur im Räume durchlaufen. Bei der zweiten Be- 
wegung aber geht er über in einen Punkt V auf der Orthogonal- 
projektion g^ von g, derart, daß ?7F= / - ctg k ist, wo l die bei der 
senkrechten Bewegung durchlaufene Strecke und « die Neigung von 
g ist. Hieraus lassen sich nun die Umwandlungen ableiten, die in 
dem genannten FaUe die Spurlinie einer beliebigen Ebene erfährt. '^) 



1) Zur Klaratellung der Ideen, die zur Wahl der angewendeten manchmal 
komplizierten Bezeichnungen geführt haben, möge folgende Bemerkung dienen: 

Oft haben wir auf die Elemente des Eaames geometrische Operationen 
ausgeführt, die sich alle anf den Typus der Grandoperationen des Schneidens 
und ProjizierenB zurückführen lassen. Um die Figuren deutlicher und den 
Text präziser zu gestalten, wird man zweckmäßig die entstandenen Figuren 
derartig bezeichnen, daß sie an die ursprüngliche Figur und die Art der Ab- 
leitung erinnern. Zu diesem Zwecke künnen die fraglichen Operationen durch 



y Google 



7. Kap. Übergarg von d. Zentral- zur Orthogonalprojektion u, umgekehrt, 143 

Siebentes Kapital. 

Übergang von der Methode der Zentralprojektion zu der von Monge 

und umgekehrt. 

89. Eine Figur tF sei nacli der Mongeschen Methode auf zwei 
zueinander senkrechte Ebenen tTi und % bezogen, so daß wir von 
3^ die beiden Ortho gonalprojektionen SF' und 9^" haben. In bezug 
auf eine andere Bildebene tt und ein Zentrum C möge sie die 
Projektion JFi haben, und es soll die Lage in bezug auf die beiden 
5 bekannt vorausgesetzt werden. Es soll untersucht 
welche Beziehungen zwischen JF, and JT', tF" bestehen, um 
aus den letzteren die erstere ableiten zu können und umgekehrt. 
Es ist das Problem des Überganges von der einen Darstellungs- 
inethode znr anderen. Diese Aufgabe kann nun vereinfacht werden; 
zuimchst kann man eine Verlegung der Büdobene vornehmen, näm- 
lich TTj (oder Hg) durch tt ersetzen. Ist dann ^ das neue Bild von 
g^ so hat iF mit fF, bekannte Beziehungen, die uns gestatten, die eine 
Figur aus der anderen herzuleiten. Somit ist die Frage zurückgeführt 
auf die Unters uchunii- der Beziehungen zwischen {F und dem Paare 
'F, JF und die Ableitung dPi h.onstiuktion von J aus J T und 
umgekehrt, wenn uberdieis noth die Lage des Projektionszentrums m 
bezu^ auf tTj und tt bekannt ist von denen die eine auch aU Bild 
ebene dienen soll D e beiden Äutgiben vtn denen die eine die Um 
keliiung der indeien ist wfllen v,u nun einzeln und dtr Rtihe nai h 
behandeln 

90 Auifrabe 1 \on emei hgrn kennt man die Zentialpi»|ek 
tion m bezng auf ein gej;ebene>« Zentrum und eine gegebene Bilil 

die Buchstaben ^ '-> * — law ^ p J. • p bezeichnet werden und 

«enden wir diese auf eine behebige Figur T an o entstehen neue Figuren die 
man zweckmiBig mit ~( i-) ~ ("T Izw p{ bezeichnen kann Dieses 

byatem be it?t den «ToSen Verzug daß man eine genaue Beze chnung für das 
Resultat nit dds man erhilt wenn man auf dieselbe Pignr mehrere dieser Ope 
rationen in beatimmter Reihenfolge ausi^ihrt hat aber den Nachteil komphzierter 
zu sein Deshalb habei wir es dem allgemeinen Uehrauche ent<<prechend durch 
ein anderes ersetzt das wir von Fall 7u Fall erläutert habe» Im allgemeinen 
sei jedcch hier bemerkt daß wenn wir uin die Projektionen einer Figur t zu 
bezeichnen wir die Sjmbole T * i ä anwenden so sind die Zeichen 

" * u T al« Symbole von Operatirnen aufzniassen ähnlich wie 

weun man nach Lagrange die AI geltitete einer Funktion / dirch f f 
beEeichnet Ein ähnliches System kann fi i die Operation des Schneidens nicht 
angewendet werden da sie die Dimensionen der F gnren a,uf lie man sie an 
wendet nicht unierändi'rt läßt indem sich eine Fldche m einp Linie fine Ebene 
oder Oerade in eine Gtrade der ii einen Punkt verwandelt 
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ebene; Grnudriß und Aufriß zu bestimmen, für den Fall, daß die 
Bildebene im ersten System mit der Grundrißebene zusammenfällt 

(Fig. 121), 

Auflösung: In der Zeicbeaebene seien schon als gegebene Stücke 
der Distanzkreis mit deni Zentrum 6" und dem Radius d, sowie die 
Projektionsacbae a^^ gezeichnet. Alsdann kann man sogleich den 
Aufriß 0" des Zentrums C finden auf der Ordinate von C im Ab- 
stände d von fl^^. Da 
wir uns nun die Figur 
iF als aus Geraden, Punk- 
ten und Ebenen bestehend 
denken können, so zer- 
r a-jg fällt unsere Aufgabe in 
die folgenden drei ein- 
facheren : 

a) Gesehen die Zen- 
tralprojektion einer Ge- 
raden als g = [TIi), 
gesucht der Grundriß ^ 
und der Aufriß j/". 

Tistzugleichderhori- 
zontale Spurpunkt T^ von 
g, also ist T=T^ = T^' 
und 2\" ist der Fußpunkt 
des von T^ auf a,2 gefällten 
Lotes. (/' und g" müssen nun durch T^' bzw. T^" gehen. Betrachten 
wir jetzt den Projektion sstrahl CI^ = i. J^' fällt wieder mit I^ zu- 
sammen und 7j" hegt auf der Achse, also sind C'I^' und C'If" die 
beiden Orthogonalprojektionen (', *" von *', da nun g parallel zu i ist, 
und dies bei der Orthogonalprojektion erhalten bleibt, bo sind g' und 
g" die durch T' bzw. T" zu *" bzw. i" gezogenen Parallelen. -^ Den 
Fall, daß g parallel zu tt, werden wir hernach behandeln, 
b) Gegeben der Punkt _P = {Ti'i, _Pi), gesucht F', _P". 
Da P' der FuBpunkt des von P auf die BQdebene gefällten 
Lotes ist, so kann er nach einer bekannten Methode (s. Nr. 70) kon- 
struiert werden. Was P" angeht, so beachte man, daß C, F, P^ auf 
derselben Geraden liegen, also müssen es auch C", P", P^"; nun ist 
Fl ein Punkt der Grundrißebene, F^" muß also auf der Achse liegen, 
senkrecht über P^; P" ist also der Schnittpunkt Ton C"P^" mit der 
zu P' gehörigen Ordinate. 

Hat man schon die beiden Bilder g', g" der Geraden TTi ge- 
zeichnet, 90 läßt sich P' und F" leicht finden, als Schnitt der Ge- 
raden G'Pl bzw. G"Fl' mit g bzw. g" (s. Fig. 121). 
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c) (iegeheii die Darstellung einer Ebene t = [tii] nach der 
Methode der Zentral projektioii, gesncit ihre Horizontal- und Vertikal- 
spur. 

Die Gerade t ist zugleich die Horizoiitalspur ^j; t^ geht durch 
den Punkt T^^^^ta^^, um sie alao lestzulegeu, genügt ein weiterer 
Punkt oder ihre Richtung. Beachten wir nun, daß t parallel zur 
projizierenden Ebene Ci^ ist, so können wir eine Tortikale Hauptlinie 
Ä dieser Ebene leicht erhalten, indem wir diejenige nehmen, die durcb 
C geht; nämlich k' läuft panillel zu a,j, und da die Spur von /.■ auf 
i'i liegt, so haben wir den Spurpunkt nur auf ß^^ zu loten, um so- 
gleich k" zu erhalten, t^ ist dann die durch Tjg zu k" gezogene 
Parallele. ■ — Der Fall, daß t parallel zu tTj, wird sogleich behandelt. 
Es möge nun noch ein Hinweis auf spezielle Fälle gemacht werden. 

a') Die Gerade sei parallel zur Bildebene, ohne jedoch der Ver- 
sch windungsebene anzugehören, es sei nämlich </ ^ (Tij, ^jj ^,). Wir 
zeichnen nach h) die Projektioueu A', A" des Punktes A, dann sind 
g und g" die durch A' zu ^, und durch A" zur Achse djj gezogenen 
Parallelen. Liegt g^(TIi, Aj^; UJ, B^'^) in der Verschwindungs- 
ebeue, ao ist g' die Verbindungslinie A'J}', y" die durch C zu a^j 
gezogene Parallele. 

c') Ist die Ebene t zur Bildebene parallel, also t = \T 1^, A^\, 
so suche man die Projektionen AI und Ä' ron A. t^ ist dann die 
durch yl" zur Achse gezogene Pai'allele, während #, im Unendlichen 
liegt 

91. Aufgabe II. Gegeben Grundriß und Aufriß einer Fignr; 
gesucht ihre ZoHtralprojektion auf die Grundrißebene in beziig auf 
ein gegebenes Zentrum. 

Auflösung: In der Zeichenehene hat man als gegeben anzu- 
nehmen die Achse «u und die beiden Projektionen 6", G" des Zen- 
trums; der Distanzkreis ist dann mit dem Abstände der Achse von 
C" als Radius um C zu beschreiben (s. Fig. 121). Wie die vorige 
Aufgabe, so zerlegen wir auch diese in drei einfachere. 

a) Gegebea Grund- und Aufriß einer Geraden, gesucht die Zen- 
tral pro) ektion. 

Der horizontale Spurpunkt T^ der Geraden g := (p', g'") ist offen- 
bar auch der Spurpunkt T für die zentralperepektivische Darstellung, 
der Fluchtpunkt Jj ist dann nichts anderes, als die Horizontalspur 
des zu g parallelen Projektionsstrahles i. Der Gedanke dieser Lösung 
ist auch anwendbar in dem besonderen Falle, daß g senkrecht zur 
Achse ist, indem man dann in gleicher Weise die Spar jener Geraden 
und des parallelen Projektionsstrahles linden kann. 
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h) Den Punkt J* — (_P', _P") in Zentralprojektion darzustellen. 

Die Projektion des Punktes F von G aus ist nichts anderes als 
die Horizontalspur Pj des Projektionastrahles CP. Um die Darstel- 
lung Ton P zu vervollständigen, Lat man noch die Darstellung einer 
durch ihn gehenden tferaden nötig; als solche kann man zweckmäßig 
die von P auf die Bildebene gefällte Senkrechte nehmen, deren Spur 
ja P; deren Fluchtpunkt offenbar 6" ist. Somit ist P^{P'C',P^). 
c) Die Ebene t = [ii , t^ zentpalperspektivisch darzustellen. 
t^ ist wieder identisch mit t, dem ersten Daretellungselement 
Ton t; die Fluchtgerade jedoch ist die Horizontalspur der Ebene, die 
durch C parallel zu t gelegt wird, deren Spur wir also nach Nr. 23 
mit Hilfe der vertikalen Hauptlinie, die durch C geht, leicht kon- 
struieren können. — In dem besonderen Falle, daß t durch die Achse 
geht (z. B. T = \Ä, j1"]), fällt t mit «jg zusammen, und um die Flucht- 
gerade zu finden, genügt es, den Fluchtpunkt irgend einer beliebigen 
Geraden der gegebenen Ebene zu bestimmen. 

Anmerkung: Eine ähnliche Aufgabe, wie die vorige, ist das 
für die Praxis oft nützliche Problem <ler angewandten Perspektive; 
es besteht darin, von einem beliebigen Punkte P= (P', P") die Zen- 
tralprojektion auf eine zur Grundriß- 
ebene senkrechte Bildebene tt ■= \t-^, t^ 
von einem Zentrum C^^(C', 0") zu 
finden (Fig. 122). Um es zu lösen, bat 
man zunächst den Schnittpunkt Pj der 
Ebene it mit der Geraden CP aufzu- 
suchen. Pj' ist der Schnittpunkt von t^ 
mit C'F', P," der von C"P" mit der 
entsprechenden Ordinate. Wird die Kon- 
struktion für alle Punkte von fF ausge- 
führt, so bekommt man 9^^; will man 
letztere in wahrer Gestalt und Größe haben, so hat man nur ir auf 
die Vertikalebene umzulegen. (Pj') kommt dann auf die Achse zu 
liegen in der Entfernung T^^^i '^<*^ ^is> ^^^ '^^^ gesuchte Punkt 
(Pj) ist der Schnitt der Ordinate von (Pj') mit der durch P^" zur 
Achse gezogenen Parallelen. 

Den besonderen Fall, daß tt auch zur Aufrißebene senkrecht steht, 
so daß man tt als Seitenrißebene auffassen kann, haben wir schon 
früher (in Nr. 19) behandelt. 
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Die Methode der kotierten Ebenen oder der kotierten 
Projektionen. 

Erstes Kapitel. 
Modifikationen der Methode der Zentralprojektion. 

92. Wir nehmea die Betrachtungen wieder auf, die der Methode 
der Zentralprojektion ku Grunde liegen (Nr. 51), and modifizieren diese 
ein wenig, indem wir annehmen, daß außer dem Projektionszentrum C 
und der Projektionsebene tt noch eine beliebige Ebene i gegeben sei, 
die TT in der Geraden f sclmeidet. Eine beliebige Gerade g des 
Raumes schneide tt und i hzw, in T und /, und es sei I' die Pro- 
jektion von / auf TT TOn C aus. Ist die Gerade g gegeben, so sind 
damit die Punkte T, I' ofi^enbar bestimmt; umgekehrt, sind T und I' 
beliebig in tt gegeben, so ist dadurch auch g als Verbindungslinie 
des Punktes T mit dem Punkte /, welcher die von /' auf i von C 
aus gemachte Projektion ist, bestimmt. Somit besteht zwischen den 
Geraden des Raumes und den Punktepaaren auf tt eine eindeutige 
Korrespondenz. 

Ähnlich : Ist eine Ebene t behebig gegeben, so sind dadurch die 
Spuren t und i in den Ebenen tt und i gegeben und damit auch die 
Zentralprojektion i' von i anf tt von C aus; offenbar müssen sich 
die beiden Geraden t und i' in einem Punkte von /' treffen. Umge- 
kehrt, sind in der Ebene tt die beiden Geraden ( und i' gegeben, die 
sich in einem Punkte der Geraden f schneiden, und projiziert man i' 
von C aus auf i, so bestimmt die entstandene Gerade i, die t sehneidet, 
mit ihr zugleich eine Ebene. Folglich besteht zwischen den Ebenen 
des Raumes und den Geradenpaaren in der Bildebene tt, die sich in 
/' schneiden, eine eindeutige Korrespondenz. Somit ergibt sich ein 
neues Verfahren, Geraden und Ebenen des Raumes darzustellen, und 
dieses fällt mit der gewöhnlichen Zentralprojektion zusammen, wenn 
man als Ebene i die unendlich ferne Ebene des Raumes wählt. Um 
mit Hufe derselben einen beliebigen Punkt des Raumes P darzustellen 
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kann man seine Projektion Ton C aus auf tt benutzen und eino Ebene 
oder eine Gerade, die durch P geht. 

93. Diese Methode der verallgeiiieinepteii Zentralprojektion 

schließt uuzähhge andere in sich, die man erliält, wenn man den 
Grundelementen C, tt, i eine besondere Lt^je im Räume oder zueinan- 
der erteilt. Besonders bemerkenswert ist der Fall, daß das Projek- 
tionszentrum im Unendlichen gelegen ist, also der unendlich ferne 
Punkt einer bestimmten Geraden l ist, und daß die Ebene i parallel 
zu n ist^). Noch spezieller können wir annehmen, daß jene bestimmte 
Gerade l senkrecht zur Bildebene ist^l; in diesem Falle ist das Dar- 
steUungssystem TÖilig bestimmt durch den Abstand d zwischen den 
beiden Fundamental ebenen, und diesen Abstand kann man zweck- 
mäßig als Längeneinheit nehmen. In der Zeichenebene kann sie dann 
in wahrer Größe oder in verkleinertem Maßstäbe gezeichnet sein. 
Unter dieser Voraussetzung wird dargestellt: 

1. Eine beliebige Gerade g durch ihren Spurpunkt T und die 
Orthogonalprojektion j' ihres Schnittes 7 mit der Ebene i; man kann 
also schreiben g^iTl'). Dagegen wird eine zur Bildebene par- 
allele Gerade durch ihre Orthogonalprojektion und ihren Abstand 
Ton der Bildebene, den man positiv zu nehmen hat, wenn sich y auf 
derselben Seite von tt befindet wie t, dargestellt, eine zu Tt senk- 
rechte Gerade nur durch ihren Spnrpunkt. 

2 Eino beliebige Ebene t durch ihre Spur t und die Ortho- 
gonilprojektion i' ihrer Spur i mit der Ebene i, so daß man schreiben 
kann T^\ti'\ Eine zu ir parallele Ebene kann durch ihren Ab- 
stand von TT bestimmt werden, positiv genommen, wenn t auf der- 
selben beite von tt liegt wie i; eine solche Ebene heißt dann eine 
Niveau Ebene. Eine zu jr senkrechte Ebene wird durch ihre Spur- 
hnie dargestellt. 

S5. Ein beliebiger Punkt P durch seine Orthogonalprojektion J*' 
und eine Gerade {TI') oder eine Ebene \ti'\ die durch ihn geht, so 
daß man schreiben kann P^(TI',F') oder P=(U', P'). 

94. Es sei g^^{Tl") eine beliebige Gerade des Raumes, dann 
wollen wir die Lange der Strecke TI' das Intervall der Geraden 
g nennen und für gewöhnlich mit dem Buchstaben i bezeichnen; es 
ist gleich Null für alle und nur für die zu tc senkrechten Geraden. 
Auf g', der Projektion von g, wollen wir einen positiven Sinn an- 
nehmen, und zwar in der Richtung von T nach /'. Tragen wir nun 

1) Peachka {Darstellende Geometrie, Bd. I, S. 2!2--27a und die daselbst 
angeführten Schrifteß) nennt die so entstehende Methode der darstellenden Geo- 
metrie klinographische oder schiefe Projektion, 

2) Vgl. Wiener, Lehrbuch der darst. Geom., B. I, S. 98—100. 
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von T aus auf g' Strecken ab gleich i (Fig. 123), so bilden die Teil- 
pimkte die Neigungsskala der Geraden; sie sind offenbar die Or- 
thogonalprojektionen der Punkte, in denen die betrachtete Gerade 
die „Hauptebeiien" schneidet, 
d. h. die zu tt im Abstände -j- j - 

±1, ±2, ±3... parallel ge- T^ T^ —^^ j t," % 

legten Ebenen, diilier pflegt pi^ j^j 

man sie mit den Zi\h!en + 1, 
i 2, + 3, . . . zu iieKeichnen. 
Zahlen und 1 zukommen, 
und hat man, wie vorausgesetzt, 



während den Punkten T und 7' die 
Ist a der Winkel zwischen q und tt, 



I, so ist tg 



TV' 



wo TT = i ist; tg a. heißt die Neigung der Geraden und wird 
gewöhnlich mit p bezeichnet. Somit ist i ■ p = 1 und diese Beziehung 
zeigt, daß, wenn eine der Größen i, p gegeben ist, auch die andere 
bekannt ist. 

Bezeichnen wir in ähuiicher Weise als Intervall einer Ebene 
T ^ Ißi'] (die nicht zu ir parallel ist) den Abstand j der beiden Ge- 
raden t und i'f so wird dieser gleich Null sein für alle, und nur für 
solche Ebenen, die senkrecht zu n sind. Eine 
beliebige zu t und i' senkrechte Gerade /" 
schneide diese beiden in den Punkten T, T, dann 
wird f~ {TI') (vgl. Nr. 30) eine Gerade größter 
Neigung (in bezug auf die feste Ebene it), also 
eine Fallinie von t sein. Die Neigungsekala 
/" dieser Geraden wird j zum Intervall haben 
und wird auch die Neigungsskala der be- 
trachteten Ebene genannt. Eine Ebeue besitzt 
also unzählig viele, einander kongruente solcher 
Skalen; aus einer von ihnen gehen die übrigen 
durch geeignete Verschiebung in einer zu der 
ersten senkrechten Richtung hervor. Die ent- 
sprechenden Punkte der co' Neigungsskalen einer 
Ebene T = [;?'] liegen auf Geraden, die zu t und 
i' parallel sind (Eig. 124) und die Orthogonal- 
projektionen von Geraden sind, iu denen t von ^^^ ^^^ 
den Hauptebenen geschnitten wird. — Um die 

Pigiiren deutlicher zu machen, so daß mau die Neigungsekalen der 
Ebenen von denen der Geraden unterscheiden kann, pflegt man die 
ersteren durch Doppellinieu zu bezeichnen. 

Aus dem Begriff des Intervalls j einer Ebene i ergibt sich leicht, 
daß, wenn ß die Neigung der Ebene t gegen tt ist, tgjS*— ■ 

Betrachten wir schließlich eine;i beliebigen Punkt des 
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M= (TT, in') und nennen (in ähnliclier Weise wie wir es auch bei den 
andern beiden Darstellungsmetbodea getan haben) die Zahl m, die seinen 
Abstand von tt mißt (positiv genommen, wenn 31 auf derselben Seite 
von TT liegt wie i) seine Kote, so haben wir, da wir ja als Einheit 
den Abstand der beiden Beziehungselemente n und i gewählt hatten, 
nach Größe und Vorzeichen die Beziehung 



TM' 



(1) 



Dadurch wird, wenn (außer T und I') der Punkt M' gegeben ist, die 
Kote m bestimmt, und umgekehrt, wenn die Kote m gegeben, so kann 
man M' und somit auch M finden. Wenn femer die Zahl m und 
der Punkt 31' gegeben sind, so ist auch 31 bestimmt, und um seine 
Darstellung nach der vorigen Methode zu erhalten, müßte man zwei 
Punkte T und I' betrachten, die mit 31' in gerader Linie liegen und 
der obigen Relation (1) genügen. Dieses System, Punkte dos Raumes 
durch ihre Orthogonalprojektion auf eine feste Ebene tt (die man die 
Grundebene nennt)^) und ihre Kote zu bestimmen, erweist sieh in der 
Praxis als recht nützlich, wenn es sieh darum handelt, Figuren darzu- 
stellen und zu untersuchen, bei denen eine Dimension im Verhältnis 
zu den beiden anderen sehr klein ist, wie z. B. bei größeren Teilen 
der Erdoberfläche*). Sie wird als die Methode der kotierten 
Projektionen oder der kotierten Ebenen bezeichnet; von ihr 
macht man in der Topographie und in der Fortifikationslehre einen 
ausgedehnten Gebrauch. Wenn man sich ihrer bedient, so will man 
durch die Schreibweise M = (M', m) also ausdrücken, daß 31 den 
Punkt bedeutet, dessen Orthogonalprojektion auf die Grundebene der 
Punkt 31', und dessen Abstand Ton tt die Kote m ist.^) 

95. Die so gemachten Annahmen für die Darstelluno- von Punkten 
Ebenen und Geraden, entheben uns der B h j^ Anl 

eingeführten Ebene i, indem es genügt, n (x 

trachten und eine Maßeinheit festzulegen, m G 

sich sogleich folgende Sätze: 

!) Diese Ebene nimmt man gewühnlicli al 
Horiaontalgeraden einer Ebene ihre Seh 
paxallelen sog. Hauptehewen bezeichnet. 

2) Diese Methode der Datatellnng kann al m 

da sie zur Darsteliung sowohl Figuren als auch m ß g 

3) Vetfährt maa in gleicher Weise wie h B tarn g m 
hei der Zentralprojektion, so könnte man statt ( Z g 

Kreis um M' als Zentrum beschreiben, in positivem m m 

je nachdem M sich auf derselben oder der an 
Das so sich ergehende System der Darstellun 
von Fiedlet, der es Zyklographie nannte ( 
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1) Alle Punkte, die dieselbe Projektion M' haben, liegen auf der 
in M' zur Gnindebene k errichteten Senkrechten. 

2) Alle Punkte YOn gleicher Kote liegen in einer zur Grundebene 
parallelen Ebene; z. B. die von der £ote liegen in der Grund- 
ebene selbst. 

3) Damit zwei Geraden, von denen keine senkrecht zur Bildebene 
ist, eich schneiden, ist notwendig und hinreichend, daß der Punkt, in 
dem ihre Projektionen sieh sehneiden, dieselbe Kote hat, mag er als 
Projektion eines Punktes der einen oder der anderen Geraden auf- 
gefaßt werden. Wenn dagegen eine der Geraden senkrecht zur Süd- 
ebene ist, so genügt für das Schneiden, daß der Punkt in dem 
sich die eine (Gerade projiziert auf der Projektion der andern liegt. 

4) Damit zwei Geraden parallel seien, ist notwendig und hin- 
reichend, daß ihre Projektionen es seien, und daß ihre Keigungsskalen 
dasselbe Intervall und denselben Sinn haben. 

Das Merkmal hierfür kann mit dem für den Fall 3) gegebenen 
in eins zusammengefaßt werden, das den Vorzug hat, auch daua 
anwendbar zu sein, wenn der Schnitt der Projektionen außerhalb des 
Zeicbenblattes fällt. Betrachten wir nämhch zwei Geraden r, s die 
in derselben Ebene t liegen und auf ihnen die Punkte B^, S^; E^, S,,; . . ., 
die zu zwei dieselben Koten a, h, . . . haben, so sind die Geraden 
if^S„, BjSj, ... nichts anderes als die Schnitte der Ebene t mit den 
Niveau-Ebenen der Koten o, 6,.--; sie sind also parallel zueinander, 
und daselbe gilt auch von den Projektionen SJS^'f li^'S,,'... auf die 
Grundebene. Folglich: Liege« zwei Geraden, die nicht zur Bildebene 
senkrecht sind in derselben Ebene, so bilden die Verbindnngslinien 
der Projektionen von Punkten gleicher Koten ein Büschel paralleler 
Geraden. Umgekehrt: Wenn letzteres zutrifft, so sind die betreffenden 
Geraden konkurrent oder parallel, je nachdem die Träger der Nei- 
gungsskalen der beiden Geraden konkurrent oder parallel sind, 

5) Beachten wir, daß die Neigungsskala einer Ebene, eine ihrer 
Geraden darstellt, so folgt aus dem vorigen: Liegt eine Gerade in 
einer Ebene, so sind die Verbindungslinien entspreckender Punkte 
der beiden bezüglichen Neignngsskalen einander parallel. Damit 
hat man ein Mittel alle Ebenen eines Büschels, oder alle Geraden 
einer Ebene darzustellen. 

(5) Damit zwei Ebenen einander parallel seien, ist es notwendig 
und hinreichend, daß zwei ihrer Geraden größter Neigung (Fallgeraden) 
gegen die Grundebene parallel zueinander sind; folglich haben die 
Neignngsskalen zweier einander paralleler Ebenen als Träger zwei 
parallele Geraden, haben gleiche Intervalle niid gleichen positiven Sinn. 

96. Es sollen nun die Lösungen einiger elementarer, aber häufig 
vorkommender Aufgaben angegeben werden. 
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ni. Buch, Kotierte Projektionen. 



I. Gegeben die Neigungsskala einer Ebene: gesucht die Horizontal- 
linie von gegebener Kote m. 

Wir betrachten die Teilpunkte und 1 der gegebenen Skala 
und nennen sie T und F. Dann bestimmen wir auf der Skala selbst 

den Punkt 31', so i 



TT 



= ra; die in M' zu dem Träger der Skala 
errichtete Senkrechte ist die gesuchte Horizoatallinie. 

II. D'w Kote eines Pnnktes _P zu finden, der in einer gegelieiien 
Ebene liegt, und dessen Projektion F' ist 

Die Bezeichnungen seien wie vorhin; von P' fällen wir das Lot 
auf den Träger der Skala der Ebene; ist M' der Fußpnnlit, so liefert 
(vgl- die lielation (1) in Nr. 95)^ - = m die gesuchte Kote. 

III. Dnreh eine gegebene Gerade eine Ebene von gegebener 
\eigniig (? zu legen (Fig. 125). 

Da mün von der gesuchten Ebene die Neigung ß kennt, so kennt 
man auch ihr Intervall j = ctg ß. Man greife nnn auf der Neigungs- 
skala der gegebenen Geraden zwei auf einaa Verfolgende Teilpunkte 
h und h ■\- \ heraus und beschreibe um h 
mit dem Radius j einen Kreis. Jede der 
von J: + 1 an ihn gezogenen Tangenten 
kann als Projektion einer Horizontalliiiie 
mit der Kote h -\- 1 der gesuchten Ebene 
aufgefaßt werden, während die zu ihr durch 
A' gezogene Pai-allele eine solche mit der 
Kote Ä' darstellt. Nehmen wir ein Paar 
solcher Parallelen, so wird eine beliebige 
Senki'echte zu ihnen als Ti'äger einer Nei- 
Fie. 1S5. gungsskala der gesuchten Ebene aufgefaßt 

werden können, und diese Skala ist voll- 
ständig bestimmt, da man ja zwei aufeinanderfolgende Teilpunkte 
kennt, /; und ^ + 1. Die Lösung ist offenbar nur möghch, wenn das 
Intervall dt'r Geraden größer ist als ctgy5, 

IV. In einem Strahl enbüsehel das Element von gegebener Nei- 

gung ß zn finden (Fig. 126). 

Das Büschel sei bestimmt durch 
seine Ebene, deren Neigungsskala ge- 
geben ist, und sein Zentrum 0, das 
durch seine Projektion 0' gegeben ist. 
Das Intervall i der gesuchten Geraden 
ist bekannt, da ja i = ctgß. Man 
betrachte nun zwei aufeinanderfolgende 
Ilorizontallinien, Ä und /^ + 1 , der 
gegebenen Ebene (Fig. 126) und einen 
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beliebigen Punkt Ä der Projelition der ersteren als Mittelpunkt, um 
den man mit i als Radius einen Kreia beschreibt; dieser schneidet die 
Projektion der zweiten in B^ und B.^. Dann eind die durch 0' zu J.B, 
und AB^ gezogenen Parallelen x und y' die Projektion der beiden Ge- 
raden, die die Aufgabe lösen, x' {ebenso y) schneidet die Projektion 
jener Horizontallinie ü in den Teüpunkten h und h-\- 1 der entsprechen- 
den Skalen, somit ist jene Skala und die Gerade x bestimmt. Damit 
die Aufgabe möglii-b sei, muß das Intervall der gegebenen Ebene 
kleiner als das der ifesuchten Geradea sein. 



Zweitee Kapitel. 
Anwendungen auf einige j 
a) Probleme der Geometrie der Lsge. 

97. Wir wollen nun zeigen, in welcher Weise man die Methode 
der Itotierten Ebenen zur Lösung geometrischer Aufgaben verwenden 
kann; in der Wahl und Anordnung der Aufgaben werden wir uns 
nach den Gesichtspunkten richten, die wir auch bei dem Studium der 
beiden früheren Darstßllungsmethoden innehielten. 

Auffalle I. fiegebeii zwei Funkte: Gesucht ihre Verhinduiigs- 
liiiie. Die beiden Punkte seien z.B. A^(A', 35,7), B = {B', 39,4); 
die Verbindun^linie bestimmen, heißt deren Neigungsskala finden, 
welche Operation gemeinhin a.ls Graduatiou der Geraden benannt 
wird. Um sie auszuführen, denken wir uns durch den Punkt A in 
der Ebene, die die Gerade AB orthogonal projiziert, die Horizontale 
AS gezogen, und nehmen auf BH in entgegengesetztem Sinne die 
Strecken HG^ = 0,3 und BD^ = 0,4; C, hat demnach als Kote 
35,7 + 0,3 - 36, während D^ als solche 39,4 — 0,4 = 39 hat. Die 
durch Ci und J), zu Aä gezogenen Parallelen schneiden AB in den 
Punkten C und D mit der Kote 36 und 39. Die Projektionen dieser 
Punkte auf die Grundebene C und B' liegen offenbar auf der Ge- 
raden A'B', so daß C = (C, 36), D ^ (D', 39); teüen wir nun CD' 
in drei gleiche Teile durch E' und F', so sind diese Punkte die 
Projektionen der Punkte E, F der Geraden AB mit den Koten 37, 38. 
Somit haben wir von der Neigungsskala der Geraden AB vier auf- 
einanderfolgende Punkte, mit den Koten 36, 37, 38, 39, die mehr als 
hinreichend sind, alle übrigen Teilpunkte der Skala zn erhalten. — 
Um nun diese Konstruktion in der Zeichenebene auszuführen, errichten 
wir im Punkte B' die Senkrechte zu A'B und geben ihr die Länge 
5'^==, 39,4 — 35,7 = 3,7, also gleich der Differenz der Koten von 
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A und B. Dann machen wir (s, Fig. 127) auf der Senkrechten 
in entgegengesetztem Sinne I?'Cj = 0,3 und BD^^ 0,i; die durch 
die Endpunkte zu A'B' gezogenen Parallelen treffen Ä'B in C und 
I), welche Punkte wir als C und D' auf A'B' projizieren. CD' 
teilen wir in drei gleiche Teile, von 
denen jeder gleich dem Intervall der 
gegebenen Geraden ist. Die Skala kann 
also nach beiden Seiten ins Unendliche 
weitergeführt werden. Da nun das In- 
t rv 11 le ( e a I n ekannt st s kann 
ni au 1 BOßle 1 hie Ne ^un^, he 
t nm 

A s de ob gen e g bt s h Ell e 

<eralp ist beshmiiit eiin man liie 

P ]eli.tioi auf lie ( punleheiie kennt 

d e Kote eines, ihier Punkte da Intel 

II nnl den positiven Sii u anf ihr m t 

Hilfe dieser Data kann man nan 1 h le ht e ne zwe ten Funkt he 

stimmen und damit die Ne gung k la h r teile 

Zur Übung': I. Die Neigung und en Sp rp nk n e aden hnden 
die durcb kwci beliebige ihrer Punk e h mm s II E ne ad zu El 

duieren, von der man die Proj kt on kenn nd N un ka ne Eben 

die sie enthalt. 




'^'C" -E" >•' >B' 



Ein Spe: 




ialfall der vor o-en A fo-a e st der Durch einen PunI t 
zu einer gegjel eiien ( eraden die Pii Heie 7U z ehen 

Um sie zu 1 seu bea hte w r 1 ß pa Uele e ad n 
parallele \ nd di ekt gle he Ne gungsskalea haben 
{s. Nr, 95) n d d^ß wenn eme Ge ade dar h e nen 
Punkt geht hre Proj kt n 1 e Pr jekt on jenes ent 
halten mttß. Ist also (Fig. 128) A^(A, o,7) jener 
Punkt, und g durch (f' und seine Skala gegeben, so 
ziehe man durch A' die Parallele x' zu g' und be- 
trachte auf g die Punkte Q^{Q', 3), B=(B', S,l), 
S^(iS", 4); die durch Q' und yS' zu R'A' gezogenen 
Parallelen schneiden x in den Projektionen der Punkte 
der gesuchten Geraden x, die die Koten 3 und 4 haben. 
Dies genügt, die ganze Neigmigsskala von x zu kon- 
struieren, und somit ihre DarsteUung zu erhalten. 



98. Aufgabe II. Die Schnittlinie zweier Ebenen zu fluden, die 
beide durch ihre Neigungsskala bestimmt sind. Man betrachte in 
beiden Ebenen je zwei Horizontale von gleicher ganzzahliger Kote a 
und i; sie schneiden sieh in Punkten A und B der gesuchten Ge- 
raden; ihre Projektionen aber in Punkten A' bzw. B', so daß 
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A s {Ä, d), B =15 {ß, h). Somit hat man die Projektion uad zwei 
Teilpmikte der Skala für die gesuchte Gerade; diese ist dadurch 
völlig bestimmt und konstmierbar. Vgl. Fig. 129, wo a = 3 und fc = 6 
genommen wurde. 





Diese Konstruktion wird nicht anwendbar sein, wenn die Träger der 
Skalen einen sehr kleinen Winkel miteinander bilden, weil dann die 
Punkte, die die Gerade bestimmen, außerhalb des Zeichenblattes fallen 
können. In diesem Falle kann man (s. Fig. 1,'äO) einen Kunstgriff 
anwenden, der sich schon bei der Orthogonal- als auch der Zentral- 
proiektion als sehr nützlich erwiesen hat nämlich eine Hilfsebene 
emziifiihren Wir 1 e^timmen dann zund,(,h8t die S hnittlinien der 
Hilfsebene mit den gegebenen Ebenen Diese treffen sich in einem 
Punkte X dessen Pujektiru \ und Eofc x leitht zu finden ist. 
A ist nimlioh der Schnittpunkt dei Projektionen jener Geraden, und 
f d!t \ zwischen die Teilpunkte k und 7+1 der betr Skala, so ist 
seme Kote i diejenige Zahl de/ als Ganze und ali Brach das Ver- 
1 a!tn '< der Entfernung'-n de Punktes 
X von di.n Punkten A ii d / + 1 dei 
Skila 1 at Fii e zweite Hilfiehene liefert 
Uli einen zweiten Punkt Y^{1 if] ier 
gesuthten Geraden und lann kann man 
die Neiffungsskala ler^elben finden nach 
dei voi ^en Aufgal e 

Dieser kunsigiiff kann auch herl ei 
gezogen weiden wenn die beiden Tns^er 
der Skalen parallel z leinander sind doch 
ist es m diesem liile blosser ein andeies 
Vcrfcih en ein7u«chl igen Min beachte 
zu diesem Zwecke daß die \erbindunga 
Iinien enttpreehendei Punkte der be den 
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Skalen in einen Punkt P' zusammenlaufen müssen. Das von P' auf 
die beiden Skalen gefällte Lot ist die Projektion einer Horizontalen 
sowohl der einen als auch der anderen Ebene, sie stellt also die ge- 
suchte Schnittlinie s dar, deven sämtliche Punkte dieselbe Kote haben 
wie P' (Fig. 131). 

Zur ÜlHing: Den Schnitt einet gegebenen Ebene mit einer zur Grund- 
ebene parallelen oder zu ihr aentrechten Ebene zn bestimmeu, 

^ Folgesatz. Die angegebene Kon- 

struktion ermöglicht auch den Punkt 
zu linden, in dem sich zwei Geraden 
r, s schneiden, die in dci'selben Ver- 
tikalebeiie liegen , und infolgedessen 
zusammenfiiUende Projektionen haben. 
Legt mau nämlich (Fig. 132} durch 
jede der beiden Geraden eine Hilfs- 
ebene und bestimmt deren Schnittlinie 
ij 80 ist der gesuchte Punkt X derjenige, 
in welchem * die r (oder s) schneidet. 
Projektion und Kote desselben können 
dann leicht wie in Fig. 130 bestimmt 
werden. 




99. Anigahe HI. Die Eheue zu konstruieren, die durch einen 
Punkt nnd eine Gerade bestimmt ist. — Der Punkt sei A^{A', 1,75), 
die Gerade die durch die Skala s bestimmte 
(Fig. 133). Auf ihr betrachten wir- den Punkt 
B, der dieselbe Kote hat wie A. A'B' wird 
dann die Projektion d e r Horizontalen der ge- 
suchten Ebene darstellen, die die Kote 1,75 
Dio Projektionen der übrigen Horizon- 
talen derselben Ebene werden Parallele zu 
A'B' sein, folgheh wird eine beliebige Senk- 
rechte zu diesen als Neigungsskala der ge- 
suchten Ebene fungieren können. 

Zur Ühiing: Welche Konstruktion mnß an Stelle der vorigen treten, wenn 
die gegebene Gerade parallel oder senkrecht xnr Grundebene läuft? 

Besondere Untersuchungen verlangen die Spezialfälle der vorigen 
Aufgabe, bei denen eines der gegebenen Stücke im Unendlichen liegt. 

a) Durch einen Punkt eine Ebene zn legen, die zu einer ge- 
gebenen parallel ist. 

Es sei A ^ {Ä, 2fi'S) der gegebene Punkt, während die Ebene 
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durch ihre Neignngsskala s gegeben sei (li'Jg- 134). Die gesuchte 
Neigimga Skala wird direkt gleich der gegebenen sein und als Träger 
derselben kann man die durch A' zu s gezogene Parallele nehmen. 
BetracLtet man nun auf s die Punkte B', C', D' mit den Koten 
2, 2,a5, 3 und verbindet C mit A', so liefern die zu CA' durch 
If und D' gezogenen Parallelen die Teilpunkte 2 und 3 auf der ge- 
suchten Skala, die somit völlig bestimmt ist. 

Zur Übiiii^: Den Fall zu untersuchen, daß die gegelieae Ebene senkrecht 
oder parallel zur Gi'uiidcheno liefet. 





h) Durch eine Gerade g die zn einer anderen Geraden A pa- 
rallele Ebene zn lesen 

Dm-ch einen bthebigen Punkt (etwa den mit dor Kote 0) von q 
ziehen wir die PariÜLle p zu Ä (h Nr 'ST"), p und q bestimmen die 
gesuchte Ebene, der^n Hmizontilhnien sich ils die Veibmdungslmien 
entsprechender Punkte der beiden Skalen von q und p projizieren 
(Fig. 135), und deren Neigungbskala als Senkrechte hieizu sofort ge- 
funden wird. 

Zar Ühung: I. Dieselbe lufgabe zu lösen unter der VorrauBsetznng daß 
eine oder beide der gegebenen Geraden parallel oder senkrecht fur (jrundebene 
sind. — II. Durch zwei ■windschiefe Geraden zwei zueinander parallele Ebenen 
zu legen, — III. Die lutth drei Punkte beetiminte Ebene zn knnstruiereu den 
Fall zu untersuchen, riiß einer oder zwei der ^egel enen Punkte im Unendlichen 
liegen. 

Aufgabe IV. Den Schnitipunkt einei Ebene mit emei Geiaden 
zu bestimmen. 

um diese Aufgabe zu lo-icn, benutzen wir 
denselben Gedanken den wir bei der Orthogontl 
Projektion (in Nr. 24) und bei der Zentralprojek- 
tion (in Nr. 67) augewendet haben. Wir legen 
nämlich durch die gegebene Gerade g eine be- 
liebige Hilfsebene (Fig. 136) und bestimmen deren 
Sehnitthnie s mit der gegebenen Ebene; s und g /, 
treffen sich in dem gesuchten Punkte X. 
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Zur tJbiiiig: I. Welche Abänderungen erfordert die angegebene Lösimg, 
wenn eines der gegebenen Stücite parallel oder senkreclit zur Grundebene ist? — 
II, Man löse mit der Meth. d. kot. Pr. auch die anderen Aufgaben der Lage, die 
bei Behandlung der Mongescbeu oder der Zentralprojektion aufgestellt oder ge- 
löst wurden. 

b) Geraden und Ebenen, die zueinander aenkrecht aind. 

100 Ls se a eine beliebige Ebene des Raumes luid a eine zu 
ihr senkrecl te Gerade, die die Ebenen a und tt bzw. in Ä und B 
treffe es ferner Ä' die Orthogonalprojektion von Ä auf tt. Wir 
z eben nun die Gerade SA.' und bestimmen deren Schnittpunkt C 
mt De Greraden ÄC und BG sind beide senkrecht zur Schnitt- 

kante an ?om t ist -^ACB^ß der Neigungswinkel der beiden 
Ehe en ! 1 tt während -^ ABC = k den Winkel der Geraden a 
p^en 1 e B Hei ene tt darstellt. Da nun offenbar 

« + />-", 



oder anders ausgedrückt 



ctgß-ctg/i= 1, 



t-j = 



wo * und j wie fi-üher die Intervalle der Neigungsskalen der Geraden a 
und der Ebene a sind. — Wir betrachten femer auf den beiden Ge- 
raden AB und Aü die Punkte mit der Kote 1, D und £; es seien 
B' und B' deren Orthogonalprojektionen, dann ist BD' = i und 
CB'=^j] außerdem kann die Gerade SC, welche Träger der Neigungs- 
skala von a ist, auch als Träger der Neigungsskala der Ebene a ge- 
nommen werden; jedoch ist zu beachten, daß der positive Sinn auf 
dieser Skala für die Gerade von B nach B' geht, für die Ebene von 
C nach B', also sind sie entgegengesetzt laufend. Fassen wir diese 
Bemerkungen zusammen und beachten noch, daß die gemachten Schlüsse 
augenscheinlich umkehrbar sind, so erhalten wir den folgenden 

Satz: Die notwendigen und liinreiehenden Bedingnngen daför, 
daß eine Gerade und eine Ebene (die nicht senkrecht zur Grand- 
ebene stehen) zneinander senkrecht seien, sind: l) Die beiden Nei- 
gnngsskalen müssen zueinander parallel sein, 2) die beiden Inter- 
valle müssen zueinander reziprok sein, 3) die beiden Skalen mttssen 
entgegengesetzten Sinn kaben. 

Dieser Satz ermöglicht es, alle Fragen bei der Methode der ko- 
tierten Ebenen zu lösen, in denen zueinander rechtwinklige Geraden 
und Ebenen vorkommen, wie folgende Beispiele zeigen werden. 

101. Antigabe I. Von einem Pnnkte anf eine gegebene Ebene 
(die weder parallel noch senkrecht zur Grundebeae) das Lot ZU fällen. 

Der gegebene Punkt sei M^{M', 7,4), die Ebene sei durch 
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ihre Neigungeskala s gegeben. Die Projektion x' des gesuchten Lotes 
muß eine durch M' zu s gezogene Parallele sein. Wir betrachtea 
nun auf s zwei aufeinander folgende Teilpunkte A und B (Fig. 137), 
errichten in B eine Senkrechte BS— l und verbinden H mit Ä, die 
zu SÄ in H eriichtete Senkrechte ff 

treffe s in C, dann ist ÄBBC^l. 
Da nun J.B=j das Intervall der ge- 
gebenen Ebene ist, so iäiBC^i das 

der gesuchten Geraden. Wir teilen -< ■ 

jetzt BC m zehn gleiche Teile und i -^ ' ■ 

tragen, da der positive Sinn auf s p . - 

von rechts nach links geht, von M' 

aus nach links */,u, nach rechts Y^^ auf x ab, dann erhalten wir die 

Teilpunkte 7 und 8 auf x, womit x völlig bestimmt ist. 

Aufgabe II. Durch eiufn Punkt eine Ebene zu legen, die senk- 
recht zu einer Geraden ist, welche weder parallel noch senkrecht 
zur Grundebene läuft (Fig. 138). 

Der Punkt sei M^ (Jlf', 3,o), die Gerade g gegeben durch ihre 
Neigungsskala /. Da der Träger s einer Neigungsskala der gesuchten 
Ebene parallel zu / sein muß, eo wird das von M' auf g' gefällte 
Lot p' das Bild der Horizontalen von der Kote 3,6 jener Ebene sein, 
während man als Sitz ihrer Nei- 
gungsskala eine beliebige zu g' ge- 
zogene Parallele s nehmen kann; der 
Schnittpunkt p's bekommt dann die 
Nummer 3,6. Das Intervall j, das 
prok zum bekannten Intervalle * der = 
Geraden ist, findet man wie bei der 
obigen Aufgabe Tragt man nun 
von sp' VioJ ^^ ^^^ positiven Sinne 
von g' ab, so erhalt man den Teil- 
pankt 3, tragt man */i(iJ ini entgegengesetzten Kmne ab, den Teilpunkfc 
4 der Neigungsskala der gesuchten Ebene 

Zur Übung: I. Durch eme Gerade die £a emer imderen Ebene, die weder 
paxallel noch senkreelit Eur Grundebene ist, senkrectte Ebene zu legen (vgl. 
Nr. 31). II, Von einem Punkte aul eme Gerade (die weder aenkrecit noch pa- 
rallel znr Grundebenei Aat Lot zu fttllen (vgl Nr 31) III. Das gemeinsame Lot 
zweier windacliiefer Geraden zn finden (vgl Nt 32] IV. Wie wird bei der 
Meth. d. küt Proj eine Figur dargestellt, die aus einer gegebenen entsteht, 
wenn man sie emer Translation unterwirft oder emet Rotation um eine verti- 
kale Achse? n gl Ni iij 

e) Unolegungen. 
102. Wir haben in Nr. 37 gesehen, daß der Abstand zweier be- 
liebiger Punkte gleich der Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks 
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ist, dessen eine Kathete der Abstand der Projektionen der Punkte ist, 
deren andere die Differenz ihrer Koten ist. Um nun den Abstand 
zweier Punkte A. = (Ä', a), JB={B', b), die nach der Methode der 
kotierten Ebenen dargestellt sind, zu finden, hat man bloß ein reeht- 
winkhges Dreieck mit den Katheten Ä'B' und dem absoluten Werte 
der Differenz {« — h) zu konstruieren. 

Zur Üliimf,': Den Abstand zweier paralleler Geraden oder zweier paralleler 
Ebenen zu finden, deren Neigungsskalen man tennt. 

Sehen vtir von dieser, direkt leicht zu lösenden Aufgabe ab, so 
pflegt man andere metrische Aufgaben auch hei der Methode, die -wir 
jetzt behandeln, ebenso wie bei den beiden früheren, mit Hilfe der 
Ümlegung der beti-effendeB Ebenen in die Grundebene zu behandeln. 
Wir haben daher noch einiges über die Beziehungen zu sagen, die 
zwischen der Projektion ff" einer Figur 5^ in einer Ebene t und der 
Figur (iF) besteben, die entsteht wenn t um seine Spurhnie mit der 
Gnmdebene in die letztere umgelegt wird. 

Die Ebene t möge durch ihre Neigungsskala s gegeben sein 
(Fig. 139). Wir zeichnen ihre Horizontallinie von der Kote 0, welche 
s eben ihre Spur t mit tt sein wird; sie 

schneide s in T. Ist nun P' die Pro- 
ktion eines beliebigen Punktes von T, 
können wir seine Kote j) leicht be- 
stimmen, indem wir die Kote desjenigen 
Punktes S suchen, in welchem die Skala 
< von der durch P' gezogenen Horizon- 
talen geschnitten wird. Wird nun t in 
^'^ '■'"'' die Grundebene niedergeklappt, so be- 

schreibt F einen Kreis um H, den Fußpunkt des von F' auf t ge- 
fällten Lotes und kommt dann in eine Entfernung gleich PH von 
H zu liegen, die die Hjpoteuuse eines rechtwinkligen Dreiecks ist 
mit den Katheten ST = P' il, und SU gleich dem Abstände des 
Punktes P von der Grundebene. Beschreiben wir daher um .ff mit 
dem Radius TU einen Kreis, so schneidet dieser HP' in zwei Punkten, 
von denen jeder als die ümlegung (P) voü P angesehen werden 
kann. Man kann auch beachten, daß 

{F)II = PH "^ <^03-P-ä^ = cos(TTr). 

Um die Ümlegung (3) einer beliebigen Geraden g der Ebene t zu 
finden, hat man bloß die Umlegungen zweier ihrer Punkte aufzusuchen; 
als den einen dieser Punkte nimmt man zweckmäßig den Spurpunkt 
der Geraden (d. i. der Punkt g't), da dieser mit seiner Projektion und 
seiner Umlegung zusammenfällt; ist nun F ein beliebiger anderer 
Punkt von g, so ist (g) die Verbindungslinie von (P) mit g't (siehe 
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2. Kap. Anwendungen anf einige Aufgaben. 161 

Fig. 139). — Aus diesen Konstruktionen ergibt sieh mm (vgl. Nr. 36): 
Die OrthogonalppojeUion einer beliebigen ebenen Figur auf die Gniiid- 
ebene und ihre Umlegung in diese entsprechen sich in einer Affinität, 
deren Achse die Spnrlinie der Pignrebene, deren Strahlen senkrecht 
zu dieser Achse sind, und deren Afflnitätsverhältnis der Kosinns des 
Neignngswinkels der Fignrebene znr Grnndebene ist. Infolge dessen 
lassen sich auch durch kotierte Ebenen alle Aufgaben, die Umlegung 
und Wiederaufrichtung ebener Figuren betreffen, auf solche der 
Affinität zurückführen. 

Wenn man eine Figur JF senkrecht auf eine Ebene t projiziert 
und für jeden ihrer Punkte den Abstand von t aufsucht, und dann t 
in die Gruudebene tt umlegt, so hat man eine Lösung des Problems 
der Verlegung der Grundebene bei der Methode der kotierten 
Ebenen. 

Znr tibwng:! I. Den Winkel zweier Geraden, die duich ihre Neignngs- 
akalen gegeben sind, zu bestimmen (vgl. Nr. 38). — II. Zwei Ebenen sind durch 
ihre Skalen gegeben; die von ihnen gebildeten Winkel zu finden (vgl. Nr. 40). — 
III. Den Abstand eines Punktes von einer Ebene oder einer Geraden, die durch 
die Methode der kotierten Ebenen dargestellt sind, zu bestimmen, — IV. Die 
Neigung einer Geraden gegen eine Ebene zu finden. — T. In der Methode 
der kotierten Ebenen ein regelmäBigee Vieleck daraustellen, von dem man die 
Ebene und die Projektionen zweier aufeinander folgender Ecken kennt, 

d) Konstruktion der Zentralprojektion auf die Grundebene einer 
Figur, die durch die kotierte Projektion bestimmt ist. 

103. Ist eine Figur 3^ durch die Methode der kotierten Ebenen 
bestimmt, und man nimmt dann die Grundebene als eine der Bild- 
ebenen für die Mongesche Methode, so ist es leicht, die neue Dar- 
stellung zu finden und daraus durch eine Verlegung der Bezugsebene 
(Nr. 48) zur Abbildung auf zwei beliebige, zueinaaider senkrechte 
Ebenen zu gelangen, Soll jedoch von einer Figur f^, die wiederum 
durch die Methode der kotierten Ebenen bestimmt ist, die Zentral- 
projektion von einem beUebigen Zentrum ü aus auf die Grundebene 
gefunden werden, so kommt das nachfolgend beschriebene Ozubersche 
Verfahren zur Anwendung. 

Das Projektionszentrum sei nach der jetzigen Methode bestimmt 
als C^s(C', d); um eine bestimmte Vorstellung zu haben, wollen wir 
die Kote d als positiv annehmen.^) Nun habe ein beliebiger Punkt M 
des Raumes die Orthogonalprojektion M' und die Kote m, dagegen 
die ZentralprojektioQ M^^, dann liegen offenbar die Punkte 6", M', M^ 
der Grundebene in gerader Linie, und in absoluten Werten ist 

M[M.' _ m _ 
_____ ____ M, C ^ «^ ' 

1) Die Untersncbung des Falles (i<0 wird dem Leser zur Übung überlassen. 
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162 III- Buch. Kotierte Projektionen. 

überdies, wenn m positiv ist, so liegt M^ außerhalb der Strecke 
M'C, wenn es aber negativ ist, innerhalb, und somit besteht die 
Kelation auch dem Vorzeichen nach. Daraus folgt dann: Der Punkt 
Mi ist eiuer der Ähulichkeitspnnkte der beiden Kreise, deren einer 
der Distanzkreis J [C, d), der andere der mit m um M' beschriebene 
r{M', m,) ist, and zwar der äußere oder der innere, je nachdem 
■m^a. Um die zentralperspektivieehe Darstellung von M zu ver- 
vollständigen, bedarf es noch einer durch M gehenden Geraden: als 
solche nehmen wir zweckmäßig das von M auf die Bildebene gefällte 
Lot, das ja M' als Spurpunkt hat und C als Fluchtpunkt (vgl.Nr.91,b). 

104. Wir betrachten jetzt zwei Punkte M^{M', m), iV"zs(JV', w), 
ihre Verbin dungshnie g, sowie deren Spurpunkt T. Durch T gebt 
dann sowohl die Orthogonalprojektion M'N' als auch die Zentral- 
projektion M^Nj von g. Nun ist M^ einer (aber ein bestimmter) der 
Ahnlichkeitspunkte der Kreise A(C, d) und r{M'j m), Nj^, dagegen 
einer (auch bestimmter) der Kreise A(C'd) und K(iV, w) folglich 
ist die GEerade M^N^ eine der Ähnlichkeitsachsen der drei Kreise 
A, r", K; sie geht daher durch einen der Ahnlichkeitspunkte der beiden 
Kreise F und K. Nun muß dieser aber auch auf der Zentrale M'N' 
liegen, also ist dieser Ähnlichkeitspunkt die zu suchende Spur T von g. 
Bedenkt man nun, daß die vier Ähnlich keits ach sen dreier Kreise ent^ 
weder alle drei äußeren Ahnlichkeitspunkte enthalten, oder einen 
äußeren und zwei innere, so folgt leicht: Der Spnrpnnkt der Geraden, 
die die beiden Pnnkte M=(M', tn) nnd N=[:N',n) verbiudet, 
ist der äußere oder innere Ähnlichkeitspnnkt dcp beiden Kreise 
r(M', m) und K{S', n), je nachdem die Koten *n und n gleiches 
oder entgegengesetztes Vorzeichen haben. 

Den Fluchtpunkt 1^ dieser Geraden kann man auf folgende Weise 
bestimmen. Wir betrachten auf g die vier Punkte M, JV, T und 1, 
den unendlich fernen. Projizieren wir von C aus, so erhalten wir 



NT' 
nun ist aber nach Große und Vorzeichen 

~MT m 

'NT ^ " ' 
und daher 

Nun sind die Größen m und n gegeben, die Punkte M^, Ni, T 
sind schon konstruiert, also kann man I^ nach einem bekannten Ver- 
fahren aus den Elementen der projektiven Geometrie konstruieren. 
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Schließlich betrachten wir eine Ebene t, die durch drei ihrer 
Punkie Mz^{M', m), N^{N\ n), P=(P',p) bestimmt ist. (Auf 
dieses System der Data kann man nämlich auch den Fall zurück- 
führen, daß die Ebene durch ihre Neigungsskala gekennzeichnet ist). 
Um nun ihre Spurlinie t zu finden, genügt die Bemerkung, daß diese 
auch die Spuren der drei Geraden MN, MF, NP enthalten muß; 
jede dieser Spuren iat ein (bestimmter) Ahnlichkeitspunkt tod je 
zweien der drei Kreise r(M', m), K{N', «), J(P', p)- Hieraus folgt 
dann, daß die Gerade t eine (bestimmte) von den Ähnlich keitsaohsen 
der drei Kreise ist; wenn beispielsweise m, n, p alle positiv sind, 
so ist t diejenige der Achsen, die alle drei äußeren Ähniiehkeits- 
punkte der drei Kreispaare enthält. — Bestimmt man von der Ge- 
raden MN den Fluchtpunkt I^ (s. oben!) und zieht man durch ihn 
die Parallele zu t, so bekommt man damit die Fluchtgerade i^ der 
Ebene t; somit hat man für t die vollständige Darstellung nach der 
Methode der Zentralprojektion. 

Wir können nun noch von einer beliebigen in t gelegenen Figur JF 
die Orthogonalprojektion JF' und die Zentralprojektion auf die Grund- 
ebene betrachten. Da die beiden Projektionen P' und Pj eines 
Punktes P von JF mit C in gerader Linie liegen, und die beiden 
Projektionen fj' und g^ einer Geraden g sich auf t schneiden, so ent- 
sprechen sich ofi'eiibar die beiden Figuren 5^' und 9^, in einer Homo- 
logie, deren Zentrum Cj, deren Achse t iat. Um diese festzulegen, 
kann ein beliebiges Paar entsprechender Punkte M', M-^ dienen, dessen 
Konstruktion wir oben dargelegt haben. Somit erkennen wir, daß 
die Konstruktion von 3\ sich auf eine Aufgabe aus der ebenen Homo- 
logie zurückführen läßt. 
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Viertes Buch. 
Axonometrie. 

Erstes Kapitel. 
Orthogonale Axonometrie, Grundbegriffe und Grundformeln. 

105. Bei mauchen Anwendungen der Geometrie, insheeoudere bei 
der Kristallographie und Architektur, kommt es häufig vor, daß man 
folgende Aufgabe zu lösen hat: Gegeben die Ortbogonalprojelttionen 
einer Figur JF auf drei Ebenen, die zueinander zu je zweien senkrecht 
sind, gesucht die (senkrechte oder schräge) Parallelprojelition oder 
die Zentralprojektion auf eine beliebige vierte Ebene.') Diese 
Aufgabe ließe sieh behandeln nach den Darlegangen des 1. und 2. 
Buches, indem man diese in geeigneter Weise kombiniert, aber die 
so sieh ergebenden Konstruktionen würden derartig kompliziert werden, 
daß ihr praktischer Nutzen fast hinfällig würde. Um sie zu Terein- 
fachen, beachten wir zunächst (ygl. Nr. 50), daß, wenn man die Ortho- 
gonalprojektionen einer Figur auf drei zueinander senkrechte Hbenea 
kennt, man auch von jedem Punkte derselben die kartesischen Ko- 
ordinaten in bezug auf das System kennt, welches die Schnitte jener 
drei Bildebenen zu Achsen hat; somit kann jene Aufgabe durch folgende 
andere ersetzt werden: 

Aufgabe: Man feennt die pecbtwinkligen kartesischen Koordi- 
nate» der einzelnen Punkt« einer Figur % man sncke die Parallel- 
ppojektion (von gegebener Richtung) oder die Zentralprojektion fF' 
(von einem gegebenen Zentrum aus) auf eine gegebene Ebene.^) 

1) Um sich von der Wichtigkeit dieser Aufgabe einen Begriff zu maolien, 
beachte man, daß die meisten Objekte der Technik und Architektur Flächen be- 
sitzen, die Kueinander Benkrecht sind; um sie also bequem darstellen zu können, 
wird man am besten diese Flächen den Projektionsebenen parallel legen. Solche 
Darstellung hat aber im allgemeinen den Ubelstand, daß sich diese ganzen 
Flächen in eine Gerade abbilden; die Bilder sind also wenig ansdnicksvoll. 
Somit ergibt sich die Notwendigkeit, sie durch eine andere passend gewählte 
Abbildung zu ergänzen. 

2) Wenn es sich um Parallelprojektion handelt, so hängt die Gestaltung 
der Figxur ^' offenbar nur Ton der Stellung der Projektionsebene ab, man kann 
sie daher beispielsweise durch den Koordinatenanfang legen. 
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Den Inbegriff aller der Sätze, die aicli auf diese Aufgabe be- 
zieben, nennen wir Axonometrie, im speziellen, orthogonale, 
schräge, oder zentrale, je nachdem die gesuchte Projektion ein 
Lotbild, Schrägbild, oder Schaubild werden soll.^) 

In allen Fällen wollen wir mit OX, OY, OZ die drei Achsen 
des Üblichen baitesisehen Koordinatensystems bezeichnen. Die Ebene, 
auf der die asoiiometrische Projektion ausgeführt werden soll, wollen 
wir die Bildebene (oder Tafel) nennen; ihre Schnitte mit den drei 
Achsen, die wir im allgemeinen in endlicher Entfernung denken, heißen 
die asono metrischen Spurpunkte und sollen mit den Buchstaben 
T^, T^, T^ bezeichnet werden. Auch wollen wir annehmen, daß auf 
den Achsen der Sinn von nach T^, T , T^ der positive sein soll. 
Ist nun 0' die (orthogonale, schräge oder zentrale) Projektion des 
Punktes auf die Bildebene, so sind die Geraden O'T^, O'T^, O'T^ 
die Projektionen der Geraden OX, OY, OZ, und heißen die aio- 
nometrischen Achsen; auch auf ihnen nehmen wir einen positiven 
Sinn an, nnd zwar in der Richtung von 0' nach T^, T , 1\. 

Setzen wir nun 



O'J'^p 






f~l' = c, 



(1) 



(2) 



so haben wir offenbar 

a- = 2* + r^, i^ = r* + p^, c^=p^-\- if, 
folglich ist 

h^ + c^ > a^, c^ 4- ra^ > h^, a^ + &^ > c^. 

Aus jeder dieser Beziehungen folgt: Das Dreieck de,r axonome- 
trischen Sparpunkte ist immer spitzwinklig. 

106. Wir nehmen jetzt 
den Fall, daß es sich um 
orthogonale Axonometrie 
handelt, und also 0' die Or- 
thogonalprojektion des An- 
fangspunktes auf die Bild- 
ebene sei. Es seien dann 
femer (siehe Fig. 140) P, Q, R 
die Punkte, in denen die Ge- 
raden O'i;, OTj,, OT, die 
Geraden T^T^, T^T^, Tß'^ 
treffen. Da nun OZ senk- 
recht zur Ebene XOY ist, 
so ist (Nr. 30) auch ihre Or- 
thogonalprojektion auf die 
Tafel, Tßli senkrecht zu 

1) Offenbar ist die orthogonale AsoBometrie 




1 Spezialfall der ecljrägen, 
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deren Spurlinie T^T^, mit anderen Worten: di« 
Höhe des Dreiecks T^T 1\, ebenso auch die beiden anderen Ge- 
raden Tß'P und Tj^O'Q. PolgUch: Die axonometrische Projektion 
lies Koordinatenaiifangs fällt mit dem Höhenpunkte des Dreiecks der 
axonometrischen Spurpunkte zusammen. Da nun dieses Dreieck spitz- 
winklig ist, so fällt (X immer innerhalli desselben. 

Wir bezeichnen jetzt mit o, ß, y die spitzen Winkel, die die drei 
Koordinatachsen mit der BUdebene hüden; da nun die Geraden 
r^P, T §, T^li die Orthogonalprojektionen der Achsen auf die Tafel 
sind, 80 ist offenbar 

^OTß'^i^, -^^OT^O'^ß, ^^OTß=f. (3) 

Setzen wir nun 

cos K = 1, cos (3 = ft, cos y = v, (4) 

so sind X, fi, v drei positive Zahlen und kleiner als 1, die den Namen 
VerkUrzungszahlen tragen. Ist nun e die Maßeinheit, und be- 
zeichnen wir nait l, in, n die Projektionen der auf den drei Koordi- 
natenachsen gelegenen Einheit e auf die Bildebene, so wird 

l — e ■ cos a, m = e ■ cos ß, w = e ■ cos y, 
und infolge dessen 

i-'-, ^-= r-';- (5) 

Tragen wir nun auf der Geraden O'T^ von 0' aus Strecken gleich l 
nach beiden Seiten hin ab, so erhalten wir die erste axonome- 
trische Skala; ist ihr Anfangspunkt, l das Intervall, und die 
Richtung von 0' nach T^ die positive. In ähnlicher Weise bekommen 
wir die zweite und dritte axonometrische Skala auf den beiden 
anderen Achsen. 

107. Aus den Gleichungen (2) folgt: 

^=y — v^" ä-=y — 2^' "--y^i — -■ 

Setzt man nun die beiden Ausdrücke für das Volumen des Tetraeders 
OT^T T^, dessen Höhe 00' wir mit d bezeichnen wollen, einander 
gleich, so erhält man 

folglich ist 

-■/ (-- a'+ i''+ o')(»^---r-6- ^+-c')(«'+P- e'). .0^ 

__ y a(2bV-|-2c'«'-|-2o'(.'-«^-6'-e') ' -^ 

und diese der zentralen, daher würde es vom -wissenschaftliclien Standpunkte 
gewiß zweckmäßig sein, von dieser letateren auszugehen; vom pädagogischen 
jedoch, um vom Einfacheren zum. Komplizierteren überzugehen, nach unserer Mei- 
nung beaser sein, den umgekehrten Weg einzuschlagen. 
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außerdem liefert uns das rechtwinklige Dreieck OO'T-. 



ind ziifoige der obigen Werte Ton d und p 



'=!/»...+ 



Ähnüclic Ausdrücke bekommt man für cos ß — fi, cos 3^ = 11 und dies 
zeigt uns: Ist beliehig das Dreieck der axonometrischeii Spnrpnakte 
gcgeljen (orthogonale Axonometrie vorausgesetzt), so sißd damit die 
Wiukel ß, ß, 1* und somit die Verkürzungszahlen X, (i, v gegeben, 
ebenso die Größen l, in, n, wenn man die Einheit e kennt. — Das- 
selbe Resultat erhält man auch auf einem anderen, mehr geometrischen 
Wege, der zu gleicher Zeit auch eine Konstruktion der Winkel 
a, ß, y abgibt. Beachten wir nämlich, daß die Dreiecke T^OP, 
T OQ, TfiR bei rechtwinklig sind, und daß 00' deren gemeinsame 
Höhe ist, so haben wir 

ÖÖ''- Tß~ffF^ Tß WQ = ¥!)'■ "<y~B. 
Beziehungen beweisen, daß, wenn das Dreieck T^T T^ (und 



Die 

damit auch sein Höbenpunkt 0") gegebi 
bestimmt ist. Um sie zu konstruieren, 
beschreiben wir über der Strecke T^P 
(Fig. 141) einen Halbkreis, dieser 
schneidet die in 0' auf 2'^P errichtete 
Senkrechte in (^)i; verbinden wir 
diesen Punkt mit '1\ und P, so haben 
wir damit offenbar die Umlegung des 
Dreiecks TßF. Somit ist Wiukel 
{0\Tß=^a, also « und cosk = A 
sind bestimmt. Tragen wir nun auf, 
{0\T^ von (0}i aus die Strecke ' 
e^{_0)^A ab und projizieren A in 
auf ÖF, so ist O'D^l. Ähnlich 
findet man ß, ji, m und y, v, n 

Zur tlbiing: Der Kreis F^ über dem Durclii 
^ und Jü; er echneide T^F in P^ und I\; Fy 
analoge Bedeutung haben. Nnn gehören Q, 
mit dem. Zentrum T^, und dieser schneidet (i 



st, die Strecke 00' damit 




r TyT^ enthält die Punkte 

•y, Q,, Q^ und P,, It,It, mögen 

§5 . El , Ej einem Kreise A^ an 

ähnlicher Weise auch die Kreise 

0' mit dem Radius d beschriebenen Kreis in diametral gegen- 



überliegenden Punkten.') 

1) A. Weiler, Neue Behandlung der l'ai 
meWk (Leipzig, 1896), S. 50 ff. 



•and der Axono- 
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Sind dieselben Stücke gegeben, wie oben, so kann man direkt 
in der Bildebene die axonometrisclie Projektion eines Punktes zeichnen, 
dessen kartesische Koordinaten in bezng auf die Achsen OX, OT, OZ 
gegeben sind, — Es sei nämlich N(x, y, z) ein beliebiger Punkt des 
Raumes; fällen wir von jV" das Lot MN auf die Ebene X.OY und 
von M das Lot ML auf OX, so ist 

OL-x, LM:=y, MN^s. 

Es soll nun gezeigt werden, wie man die Projektion der ge- 
brochenen Linie OLMN konstruieren kann. OL projiziert sich auf 
die Bildebene in eine Strecke O'i', deren Länge gleich OL-cosa^Kx 
ist; man kann sie konstruieren, indem man auf T^{0\ die Strecke 
(0)jij= \x\ nach Große und Eichtung abträgt und dann L^ als L' 
auf T^O' projiziert; ist X also negativ, so kommt L' auf der negativen 
Seite von 0' zu liegen, jedenfalls ist L' eindeutig bestimmt und 
leicht zu konstruieren. — Die Strecke LM ist parallel zu OY, daher 
wird ihre Projektion parallel zu O'T^ sein, und ihre Länge wird 
LM ■ cos ß = (i ■ y, die ähnlich wie OL' als L'M' konstruiert werden 
kann, und in derselben Richtung wie O'T verläuft, wenn y positiv 
ist, in entgegengesetzter aber, wenn y negativ ist. — Schließlich ist 
MN parallel zu OZ, M'N' also zu O'T,, und hat die Länge 
MN-cosy^v-z. Über ihre Konstruktion und Richtung gilt das 
analoge wie eben gesagt. 

Diese Konstruktion möge die Fnndamentalkonstraktio» der 
orthogonalen Axonometrie heißen. Sie ist in Fig. 141 ausgeführt für 
positive X,y,2; die drei Umlegungen von sind durch (0\(0)i(0')^ 
bezeichnet, es ist (0\L^^x, {0)2M^=y, {0\N^ = b-^ usw. 

Bemerkung: Ist der Punkt N gegeben, so ist seine axono- 
metrische Projektion N' eindeutig bestimmt; jedoch ist N nicht be- 
kannt, wenn man N' auf der Bildebene hat, jedoch wohl, wenn man 
den Zug O'L'M'N' kennt, da man dann leicht x, y, z berechnen 
kann. Auf diese Bemerkung werden wir später (Nr. 116) zurückkommen. 

Anwendung: Man nehme in der Tafel als Achsen eines karte- 
sischen Systems die Geraden O'T^ und 0' T , sind dann x und y die 
Koordinaten von N' und §, ij, % die Winkel zwischen O'T^, O'T , O'T^, 
und projiziei-t man den Linienzug O'L'M'N' auf O'T parallel zu 
O'j;, auf Q'T^ parallel zu OT,, so bekommt man folgende Be- 
ziehungen: 

x' = XROsa -\- z cos;' ^-r, y' ■= ycosß -(- ^cosy -^-;, 

welche die Koordinaten x', y' mittels x, y, z geben. 

Analoge Ausdrücke erhält mau, wenn als Achsen ö 'T und ÖT^ 
oder O'T^ und OT, genommen werden. 
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•c = 3_ i/ = 2,5_ E — 3,75 
hat, wenn das asonümetrisciie Dreieck gegeben ist, 

108. Zwischen den Größen a, ß, y; ;., [t, v; l, m, n; ei 
häutig verwendete Beziehungen, die wir 'fsteüen wollen. Die 

Winke!, die die Gerade 00' mit den Actisen OX, OY, OZ bildet, 

sind offenbar gleich «, — ß^ — — y^ folglieh ist h 

einem bekannten Satze (vgl. Nr. 39 b) 

cos^(" - «) + cOB^d ~ß)+ eoB^( J - y) = 1, 
d. i, 

sin^ ß + sin^ ß -\- sin^ !' = 1 , 
oder besser 

cos^a + cos^^ + cos^ -^2. (7) 

Erinnern wir uns nun der Gleichung (4), so können wir auch 
schreiben 

A* +.«''+»■' =2 (7') 

und sagen; Die Summe der Qnatlrate der Verkärzungszalileii ist 
gleich 2. 

Wegen der Beziehni^ (5) ist (7') anch gleichwertig mit folgender 

V+m'+n^='2e\ (7") 

Da nun X — cos« < 1, so haben wir zufolge (7) 

cos^/i + eosV > 1 (*) 

oder 

cos^ ß > sia^ y, oder cos ß > cos (-f- — 7) , 

da es sich um spitze Winkel bandelt; hieraus und aus zwei analogen 
Ungleichungen folgt dann 

ß + r<^, y + '^<-}, « + i5<2- (8) 

Da nun 1 > cos^ a, so liefert uns die Ungleichung (*) 
cos^ ß ■+- cos^ y > cos^ a 
ond zwei analoge. Aus diesen und aus (4) folgt 

fi'+v^>i% v'+l'>fi^, X'+(i'>v\ (9) 

In Worten: Die Summe der Quadrate zweier Verkürzungs- 
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zahlen ist immer größer als das der dritten. Man beachte auch, 
daß wegen (5) die (9) auch folgende Gestalt erhalten kann 



l'<r> 



m^ < «= + l'^, n^<V-^ n 



Die Gleichung (7') zeigt uns: Wenn zwei der drei Größen X, n, v 
gegeben sind, indem heide kleiner als 1 sein müssen, und überdies 
derart, daß die Summe ihrer Quadrate größer als 1 ist, so ist damit 
die dritte bestimmt. Dieselben Größen sind auch bestimmt, wenn 
man drei positiTe Zahlen p, q, r kennt, mit denen sie proportional 
sind; wegen (7') hat man rämlich 

^ = (^ _ _" = yi_ 

Ferner ist zu beachten, daß, wenn man die drei Strecken l, m, n 
kennt, die der Bedingung (9') entsprechen, die anderen betrachteten 
Konstanten damit bestimmt sind. Es liefert uns nämlich (7") 

infolge dessen 

i _ cos « _ U y5i5.',V... c - cos /J - f - y i-nf:5+ 



f-t-^'+n 



V = cos )■ 




zufolge der Annahme (g'), cos a, 



Da 
cos ß, cos f alle < 1 sich ergeben, so sind a, 
ß, y reell. — Diese arithmetische Bestim- 
mung der Winkel «, ß, y kann durch fol- 
gende geometrische ersetzt werden: Man 
konstruiere (Fig. 142) das rechtwiaklige 
Dreieck ABC mit den Katheten AB=l, 
AC^m, dann ist BC ^Vl^ -\- m^; in B 
errichte man zu CB die Senkrechte BD = n, 
dann wird CD^yp+m^+n\ Über CD 

als Hypotenuse errichtet man nun ein gleichschenklig-rechtwinkliges 

Dreieck CED, dann ist 



"Über ED als Durchmesser beschreibt man 
trägt in ihn die Sehnen DF^l, DG^m, 
der Annahme, daß alle kleiner wie DE - 
Jetzt ist, weil cosa = -' , usw. ^EDF = 



nun einen Halbkreis und 
DM^n ein, was infolge 
- e seien, ja möglich ist, 
a, EDG^ß, EDH^y. 
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109. Vorteilhaft ist auch die Betrachtung der um 0' liegenden 
stumpfen Winkel T^O'T,^l, Tft'T^^% TßT^^t,, die zusammen 
einen vollen Winkel auamaehen, so daß also 

| + , + S-2«, (10) 

Mit den Winkeln a, ß, y sind sie durch wichtige Beziehungen 
verknüpft. Um diese zu finden, beachten wir, daß ^ der Außenwinkel 
des reehtwinkhgen Dreiecks T^BO' ist, weshalb 



Nun ist auch TfiB. ein rechtwinkliges Dreieck; 00' ist seine Höhe 
und sowohl -^ OTfi' als auch -^ O'OJi sind beide gleich y, daher ist 

Ö' Ji = OÖ • tg y, 0^7= '5Ö' ■ tg y; 

ebenso ergibt sich 

av = 06' ■ tg a, Ö% = ÖÖ'"- tg K, 

O'Q^Oä- tgß, 0'T^=Oä- t^ß. 

Setzt man die Werte für O'B, und Ö^T^, die sich hieraus ergeben, 
in die Formel für cos ^ ein, und bildet zwei weitere durch zyklische 
Vertauschung, so bekommt man; 

coe| = tg/S'tgy, cosi; = — tg^-'tgK, cosi; =— tgß-tg/3. (H) 

Diese liefern uns |, r/, £ als Funktionen von k, ß, y: lösen wir sie 
nach tgc:, tg|3, tgj' auf, so erhalten wir: 



tg«-!/--!;"-', 'SP-y-™'.™"-. 'Sr-V-°^P (12) 

wo die Wurzeln mit + Zeichen genommen werden müssen, da a, ß, y 
spitze Winkel sind; diese Formeln liefern uns cc,ß,y als Funktionen 
von i, ri, 5. 

Aus diesen Fundamentalgleichungen lassen sich weitere ableiten: 
Da 



Bin''« = ,— ,- 



tg'" _-_cosi;.cos£ (.a^n - cosjr 



80 ergehen sich folgende drei Formeln: 

ain^K = cotij ■ cotf, sm* ß — cotg- cot|, sin^y = cot| ■ coti?. (13) 
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Da nun 

so ergibt sich aus (13) 
wir könaen also schreiben: 

i;J^^.-_.=-_-, C=---J:^:L.=:. (14) 



i (11) und (13) 

tg « - eos I = tg /J ■ cos Ti ~ tgy ■ eos £, 
sin^ß - cot^ = ain^/3 ■ cot»; = sin^y - cotg. 

Dividieren wir diese beiden Gleichungen durcheinander, nachdem 
wir die erste ins Quadi'at erhoben, die zweite durch 2 geteilt haben, 
so erhalten wir 

Infolge Ton (7) nimmt der gemeinsame Wert dieser drei Brüche 
den Wert au 

- — --■ "^ "*" == 2ain S, ■ smtj ■ sin t, 

folglich ist 

a _ Bin 2g g„^ _ sin2j) 

■^«^V = 2,i^^|:^i„-j- (16) 

Die Gleichungen (13) zeigen uns, daß, wenn ß = y wird, auch 
jj = g; offenbar wird dann auch ^ = v und m = n. Die Gl. (12) da- 
gegen lassen uns erkennen, wenn umgekehrt t; =^ £, dann (3 = j" wird, 
daher (i = v und mi = ». Sind also zwei beliebige von den Elementen 
eines der Tripel 

a, ß, Y; X, fi, v; i, r/, £; l, m, n 

einander gleich, so lat dies auch für die zwei entsprechenden der 
anderen Tripel statt. In diesem Falle nennt man die Axonometrie 
monodimetpisch.') Sind aber alle drei Größen eines Tripels einander 
gleich, so sind es auch die Elemente der anderen drei Tripel und 
die Axonometrie heißt isometrisch; in solchem P'alle ist 

1) Die hiiufigste Annahme ist, daß i : (i : v = 2 ; 1 : 2 oder 3:1:3, 
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,sj3 = eos;'=')/|, (ß^Sö" IG'). 



Im allgemeinen Falle, wo diese Größen vei-schieden sind, lieißt die 
Axonometrie an isometrisch.') 

110. Aus Gl. (15) kann man einen bemerkenswerten Satz ab- 
leiten, indem man sie mit der bekannten Eigeneebaft eines Dreiecks 
kombiniert, nämlicb daß „die Höhen die Winkel des Höhenfußpunkts- 
dreiecks halbieren." Ziehen wir in dem Dreiecke T^T T^ die Geraden 
QR, RF, PQ, so ist ET^PO' ein Kreisviereck, und daher ist 

^MT^a = RFO' ^ \EFQ. 

Weil nun, wie wir sahen, 





i = Y + ^^IiFQ, 


demnach 




folglich 
ebenso ist 


^RFQ^2'i-n, 
Bm{RPQ) sm2i- 


Nun ist 


äinP()Jf = -sinä»), smQRP^^ 


und daher 


QB BP FQ 
sinOPE sinltQP sinPif§' 



QB 
äin2^ ■ 



EP 



Aus dieser Gleichung und (15) ergibt sich 

'QB ^ liP _ _P5 
oder auch 

ÖR___ SP __pg_ 



(17) 



(17') 



Dies ist die gesuchte Beziehung, und in Worten ausgedrückt liefert 
sie uns den folgenden 



i denen die VerhältnisBe 



y Google 



174 



IV. liiich. Axonometrie. 



Satz von Schlömilch; Die Seiten des Haiienftißpnnktsdpeiecks 
des Dreiecks der asonometrisclien Spurpnnkte sind proportional den 
Quadraten der Vepbürznngszahle«. 

Die zwischen den sechs Konstaaten a, ß, y und §, ij, t, gefundenen 
Beziehungen führen uns zu einem weiteren, eleganten und nützlichen 
Satze. Um diesen zn erhalten, betrachten wir eine Ellipse mit den 
Halbachsen a und 6; a^ und h^ seien zwei konjugierte Halbmesser, die 
miteinander den stumpfen Winkel ra bilden. Wenden wir die be- 
kannten Sätze des Apollonius an, so haben wir: 

a,^ + l^i = tt^ + h^, o,^-\- ain M = ab. 

Die erste Gleichung zeigt uns, daß die Summe der drei Größen 



gleich 2 ist, also kann 

cos« = — . 

Nennen w 




(Fig. 143) die Winkel, die jene beiden Halb- 
messer mit der großen Achse 
der Ellipse bilden (p und i/i, so 
haben wir, indem wir bekannte 
Formeln anwenden 

sincp = --- , ---'—- 



Die obigen Werte 



% 



cos a, cos ß, cos y zeigen uns aber, daß 



und, wenn wir Gl. (11) anwenden 



cos| = 




= ~ sm^f/, cosij=- 



Schließlich ist 



s^=-tg«-tg/3 






(♦) 



y Google 



., Kap. Orthogonale Axonometrie. Grundbegriffe nnii Gnindformeln. 175 



(*) 

sein muß. 

Die mit (*) bezeichneten Beziehungen sind es, die wir nachweisen 
wollten; sie können zusammengefaßt werden in den folgenden 

Satz von Schivarz: Zwei beliebige konjngierte Durchmesser 
und die kleine Achse einer Ellipse köunen na«h Richtung als die 
Orthogonalprojektionen dreier anfcinander senkreclit stehender Ge- 
raden angesehen werden; nimmt man diese als kartesisclie Achsen 
und die Ehene der Ellipse als Bildehene, so stellen die Verhältnisse 
der beiden gewählten Halbmesser zur großen Halbachse und der 
Pokalahstaiid der Ellipse die drei entsprechenden Verkilrznngs- 
zahlen dar. 



111. Schließlich noch eine Folgerung uns den anfgestellten Formeini 
Es seien, wie vorhin, 2\P, T^Q, TJt die ^ 

Hohen, 0' der Höhenpunkt des axonometri- 
sehen Dreiecks. In 0" errichten wir (Fig. 144) 
zu O'T^ und OTj, die Senkrechten 0' E^ 
bzw. B^, so daß also 0' der Schnitt der 
beiden über T^R^ und T^R^ beschriebenen 
Halbkreise ist, deren Mittelpunkte 0^, C , , 
deren Eadien r'^', r'y bzw. sein mögen. 3 
Wir snchen Ausdrücke für diese Radien. 
Zu dem Zwecke beachten wir, daß 

r 0'*= TR ■ T~R„. 




jt^c^n 



%^^ + ^^RTo; 



daher liefert uns die vorige Gleichun; 



und daher (s. Nr. 109} 



oder auch wegen Gl. (12) 



Ln|v'-ooa^cosJ|■co8e 
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Zufolge (14) ist 



e sin^sin£ ^8in^ sm^ ■ ainf; 

Wenden wir nun GL (16) an und beachten, daß T^B^^ 2r'y, so 
bekommen wir: 

In ühnliehor Weise findet man 

'Tx = -jCCOS^K = —C. 

Zwei andere entsprechende Kreise hat man auf der Seite TJT^, 
zwei weitere über T^T ; sind r,", r^' und r^, r^ deren Radien, so 
haben wir insgesamt folgende Beziehungen 



v"= =, ö 



(18) 



Die so erhaltenen sechs Kreise heißen VerkÜFZnngskreise^), und 
wir werden binnen kurzem ihre NützHehkeit erkennen. Inzwischen 
sei noch bemerkt, daß 

WC, - T.T, - {r: + /;) _ » - ^' -» - ^ c - I (2 - J> - ,.>) i 
und daher ist wegen (T) 

Diese Beziehung im Verein mit der schon für ri"= -i^ und 
r'y' = ^u.^ gefundenen zeigt uns: Das Dreieck OCyC^ hat (ebenso 
wie P QE) (lie Eigenschaft, daß seine Seiten proportional den Ver- 
kärznngszahlen sind; deshalb nennt man es ein Verkürznngsdreieek; 

zu jeder Seite des axonometriechen Dreiecks gehört ein solches. 



Zweites Kapiteh 

Orthogonale Axonometrie: Die bezügliehen Aufgaben. 

112. Als Pundamentalaufgaben der orthogonalen Axonometrie 
pflegt man die beiden folgenden, von denen jede die ümkehrung der 
anderen ist, zu betrachten: 

1) J. Tesaf , Der orthogonttlaxonoviefrisehe VcrkürzungskTds (Wiener 
SitMDgsber. ßd. LXSXI, 1880. S. 453—478). 
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I. Gegeben die axonometrisclien Projektionen der Koordinaten- 
aclisen, gesucht die Verkürzangszahlen (mit anderen Worten: ge- 
geben die Wiubel |, rj, ^, gesucht «, ß, y). 

n. Gegeben die Vepkürznngszahlen (d. h. zwei derselben), man 
soll die gegenseitigen Neigungen der Projektionen der Koordinaten- 
a«hsen bestimmen (d. h. gegeben die Winkel a, ß, y, gesucht l, rj, g). 
Ärithmetiach sind diese Aufgaben alsbald gelöst, die erste durch unsere 
Gleichung (12), die zweite durch (11] m Nr lO'J Es sollen hier die 
geometrischen Lösui gen d irgelegt werden, denen man in der Regel 
den Vorzug gibt. 

I. Fundamental aulgabe Es seien die drei von einem Punkte 0' 
ausgehenden Strahlen OX 0\ ,0 Z j,egeben, die der Bedmgung 
genügen, daß die drei Winkel zwischen ihnen alle stumpf smd Auf 
der Verlängerung \on Ä gteifen wir einen behebigen Punkt P 
heraus (Fig. 145) und eirichten m ihm die Senkieehte die die beiden 
andern Strahlen in /"„ und T tnfft ^mT^ fallen wir auf 2 0' das 
Lot TJt, welches lerlmgeit Oi i^ -^i trifft Ziehen wir nun 
Tj.T^, so wird diese Gerade nenkiecht zu T^O sein Nunmehr können 
wir TJI T. als ein axonometnsches Dreittk autfissen und nach dem 
in Nr. 107 angefühlten X 

Verfahren die W nkel 
a, ß, y bestimmen, deren 
Kosinus die gesuchten 
Zahlen A, ft, v sind. Ver- 
schiebt man P auf der 
Greraden (/X', so ändert 
sich das Dreieck T/1\T„ 
jedoch 80, daß es immer 
sich selbst ähnlich bleibt, 
daher ist die Größe von 
a, ß, y, sowie die Zahlen 
A, ii, V von der Wahl des 
Punktes Punabhangig, sie 
hat keinen Einfluß auf die Lage der Bildebene, sondern nur auf ihren 
Abstand von 0. 

113. II. Fundamentalaufgabe. Um die Verkürzungszahlen zu be- 
stimmen, genügt es zwei derselben anzugeben, da die Summe ihrer 
Quadrate gleich 2 sein muß. Es seien z. B. l und ,(t gegeben, beide 
positiv und < 1 jedoch so, daß 1^ -[- ft^ > 1 ; die spitzen Winkel die 
l und JA zum Kosinus haben seien a und ß. Wir ziehen nun (Fig. 145) 
den Strahl O'X' beliebig und nehmen auch die Strecke 00' = d als 
beliebig an. In der Zeichenebene nehmen wir daher 0'(0) =^ d senk- 
recht zu O'X': durch (0) ziehen wir nun die Gerade, die mit O'X' 
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den Winkel a bildet, und O'X' in T^ schneidet. Die zu (O)T^ in 
(0) errichtete Senkrechte schneide O'X' in P; durch P ziehen wir 
die Parallele p zu 0'(0). Nun beatimmen wir auf O'X' den Punkt 
iZ" derart, daß ^(0)HO' = ß. Der mit O'H um 0' beschriebene 
Kreis schneide p in T^ und T*. Es wird dann behauptet, daß man 
O'T (bzw. O'T*) als Gerade (/ i" nehmen kann, und das Ton 0' auf 
r^r gefällte Lot als O'Z'. Dies ergibt sieh daraus, daß, wenn man 
auf das vorliegende Dreieck T^T^T, (oder T^T/T*) die in Nr. 107 
angeführte Konstruktion der Y erkürz ungszahlen anwendet, man eben 
die gegebenen Stücke X, jt bekommt. Damit die angegebene Lösung 
ein reelles Resultat ergebe, muß die Gerade p den um 0' mit O'H 
beschriebenen Kreis schneiden, d. h. O'H^O'P oder dcoißy>dig(i, 
oder auch 

oder oos^ü + cos^^ > 1, d. i. /^+ /i-> 1, 
wie es oben auch vorausgesetzt war. 

Dieselbe Aufgabe läßt sieh auch 
mit Hilfe der Verkürzungs kreise lösen. 
Wir nehmen nämlich (s. Fig. 146) die 
Punkte T^, T^ beliebig an und be- 
schreiben über T^T^ einen Halbkreis, 
ziehen in diesem die Sehnen T^A, TB 
derart, daß ^AT^T^ = a, Bl\T = ß 
wird; dann loten wir die Punkte A, B 
als if„ B,j auf T^T^{— c). Dann ist 

Alsdann sind die Kreise mit den Durchmessern T^R^ und T^B^ die 
Verkürzungskreise für die Seite T^T,j des axonometriacheu Dreiecks; 
sie schneiden sich in einem Punkte 0', der immer reeU ist, wenn 
X^+li^>l. Die von T^ bzw. T^ auf die Geraden T,ß' bzw. T^O' 
gefällten Lote (mit den Fußpunkten P und Q) schneiden sich in 
einem Punkte T, des von 0' auf T^T^ gefällten Lotes O'li. Nun 
kann man offenbar die drei Strahlen 0' T^, O'T^, 0"1\ als die Pro- 
jektionen der axonometrischeu Achsen auffassen. 

114. Es sollen nun zwei andere, den eben gelösten verwandte 
Aufgaben behandelt worden. 

I. Die axonoinetrischen Projektionen der KoorAinatenachsen zn 
bestimmen, wenn drei Zahlen p, q, v gegeben sind, die den Ver- 
knrzungszalilen proportional und von der BeschaffenJieit sind, daß 
das Quadrat einer jeden kleiner ist, als die Kamine der Quadrate 
der beiden andereu. 
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so kann man auch die Ver kür zunge zahlen selbst als bekannt ansehen, 
und somit ist vorliegende Aufgabe auf die IL Fundamentalaufgabe 
sogleich zurückgeführt. 

2. Lösung: Man kann hier den Schlömileh sehen Satz (Nr. 110) 
anwenden. Über einer beliebigen Strecke AB, die aber größer ist 
ais die in einer gewählten Einheit ausgedrückten Strecken p, q, r 
beschreibe man einen Halbkreis und ziehe in diesem die Sehnen 
AC, AD, AE von der Länge p, q, r. Jetzt loten wir die Punkte 
C, D, £ als C^,I>i, -El auf AB, dann ist 

TC'= AB- ÄC,, IB'^ Ab ■ Z"Ä, AE^= AB ■ ÄE„ 

folglich ist 

Tg" ~~ Zd* ~äe" 



Üa nun der Voraussetzung zufolge 

P^ <<f-V r^, y^ < r* + p^, r'^<p^-{- q', 
so ist auch 

"ÄC^<AB^ + AE^, ~An^<ÄE^ + ^ü^, ~AE^<JC, + ÄD„ 

folglich kann man immer ein Dreieck FQM konstruieren, das AC^, 
AJ)^, AE^ ala Seiten hat. Schneiden sieh nun die Halbierungslinien 
seiner Innenwinkel in 0', so können die Geraden ffP, O'Q, O'JR als 
die gesuchten Projektionen der Koordinatenachsen angesehen werden 
und die in F, Q, R auf ihnen errichteten Senkrechten bilden das axo- 
nometrisehe Dreieck T^T T^ Nennen wir nämlich die Verkürzungs- 
zahlen für dieses Dreieck A, fi, v, so haben wir nach dem Schlömilch- 
schen Satze 

gii ^RP _ PQ 
1= u.- v" ' 

odor wegen der Konstruktion 

AÖ, ^ ÄD^ ^ ~ÄE, 
Ä' "~ )i' ~ 1.^ ' 
oder wegen (*) 
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und deshalb, da es sich nur um positive Größen handelt, 

-' =^ = ..''. 
p q r' 
wie wir habea wollten. 

3. Lösung: Statt uns auf den ScblÖmi Ichsehen Satz zu stützen, 
können wir auch die Verkiirzungskreiae zu Hilfe nehmen. Wir kon- 
struieren nämhch wie oben (vgl. Fig. 144) die Strecken ÄCi, AD^, AJE^ 
und dajm ein Dreieck O'C^C^, derart, daß C~C^^ ÄE^, 0'C^=AC^, 
O'C^^ ÄD^. Dann TerUiugeru wir die C^C^ nach beiden Seiten und 
tragen auf der Verengerung C^T^ = C^(y und C^2'^= C^O' ab. Die 
Geraden 0' T^ und OTj, können dann als die Projektionen O'X', O'Y' 
aufgefaßt werden; O'Z' ist dann das von 0' auf T^T^ gefällte Lot. 

IL Gegeben einer der Winkel «, ß, y, und einer der stumpfen 
Winkel g, ij, g, gesucht die vier anderen. 

Zu unterscheiden sind hier die Fälle, daß die beiden gegebenen 
Winkel sich einander entsprechen in den beiden Gruppen aßy, ^r^g, 
oder daß dies nicht der Fall ist. 

a) Gegeben seien z. B. ce und |. Über der beliebig angenommenen 
Strecke T^T^ beschreiben wir einen Halbkreis und ziehen in ihm die 
Sehne T^Ä, die mit T/I^ den Winkel « bildet, dann loten wir^l als 
B^ auf r^r^. Der Kreis über B^T^ als Durchmesser ist der Ver- 
kürzungskreis und enthält daher den Punkt 0'. Ziehen wir jetzt 
durch 5"^, die Gerade, die mit r^r^ den Winkel ^ — ^ bildet, so schneidet 
sie jenen Kreis in zwei Punkten, von denen jeder als 0' angesehen 
werden kann. O'T^, O'T^, und das von 0' auf T^T^ gefällte Lot 
können dann als axonometrischo Projektionen der kartesiachen Adisen 
genommen werden. 

b) Sind hingegen z. B. a und 5 gßgel'en, ao wiederhole man zu- 
nächst die vorige Konstruktion des Verkürzungskreises, alsdann be- 
schreibe man über T^T^ den Kreisbogen, der den Winkel i ala Peri- 
pheriewinkel faßt. Er schneidet den Verkürzungskreia in einem Punkte 
0'. Die weitere Konstruktion verläuft wie unter a). 

Znr Übung: Welchen Bediogimgen müsBen « und J, oder c und J ge- 
horchen, damit die letzte Aufgabe möglich ist? 



Drittes Kapitel. 

Die orthogonale Axonometrie als Darstellungsmethode. 

115. Wir nehmen die zu Anfang dieses Buches gemachten Be- 
trachtungen wieder auf, iindem aber die dort benutzten Bezeichnungen, 
um sie dem hier ins Auge gefaßten Zwecke besser anzupassen. Eine 
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Figur fF ist beatimmt, wenn man you jedem ihrer Punkte die Koor- 
dinaten in Bezug auf ein System von drei rechtwinklig zueinander 
stehenden Achsen Ox, Op, Oz kennt. Wir wollen nun mit JF', fT", fF'" 
die orthogonalen Projektionen von 9^ auf die yz, zx, xy-Ebenen be- 
zeichnen, während wir mitfF*, JF'*, JF"*, SF'"* die orthogonal-axonome- 
trischen Projektionen der Figuren % ^', JF", SF'" auf die Bildebene 
TT ^ T^T T^ bezeichnen wollen. Demnach würde 0* die axono metrische 
Projektion des Anfangspunktes sein, 0*x*, 0*y*, 0*«* die der Koor- 
dinatenachsen, also die axono metrischen Achsen. 

Es sei nun P ein beliebiger Punkt des Raumes, dann sind P', 
P", P"' die Fußpunkte der von P bzw. auf die i/s, gx, a^y-Ebene 
gefällten Lote; mit P^, P , P^ sollen die übrigtn Efken des „proji- 
zierenden Quaders" bezeichnet werden, das f* und P als gegenüber- 
liegende Ecken besitzt, und dessen Kanten parallel den Koordinaten- 
achsen laufen; die genannten Ecken liescen also auf Ox, Oy, Os. 

Eine beliebige Gerade g hat außer der axonometrüchen Projektion 
g* auf der Bildebene, noch die drei Orthogonalprojektionen g',g",g"' 
auf die Koordinaten ebenen, sie hat ferner in diesen Ebenen drei Spur- 
punkte Gy, G-g, (tj (den ersten, zweiten, dritten) und einen 
vierten G, den axonometrischen Spnrpunkt, nämlich den Punkt, 
in dem g die Bildebene schneidet. 

Eine beliebige Ebene ö schließlich hat außer den Spurlinien 
.Sj,S2,Sj mit den Koordinatenebenen noch eine vierte s, mit der Bild- 
ebene, die axonometrische Spur. Nennen wir die Schnittpunkte 
mit den Koordinatenachsen S^, S , S,, so sind die Dreiecke T^T^T^ 
und S^S^S^ ersichtlich perspectiv mit als Zentrum und s als Per- 
spektivitätaachse. 

116, Die Ecken des einen beliebigen jf. 

Punkt P „projizierenden Quaders" proji- 
zieren sich in acht Puukten auf die Bild- 
ebene. Einer von ihnen ist 0*, drei andere 
P^*, P*, P* liegen auf den axonometri- 
schen Achsen 0*x* 0*y*, 0*z* (Fig. 147) 
und können, wenn man die Koordinaten 
von P und die Verkürzungszahlen kennt, 
durch die Fundamentalkonstruktion {Nr. 107) 
erhalten werden. Die drei anderen P'*,P"*, 
P'"* erhält man, indem man berücksichtigt, 
daß dieFiguren O^P*P'*P*, 0*P*P"*P*, 
0*P*P"'*P^*Parallelogrammesind; schließ- 
lieh erhält man den Punkt P*, wenn man 
beachtet, daß er mit einem der drei Punkte 
p'*^ P"*j p'"* Terbunden, ein Parallelo- 
gramm hefert, wie z. B. p'*p*p"'*p*_ 
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Umgekehrt, sind (außer den asonometrischen Achsen) zwei der 
Punkte P*, P'*, P"*, P'"*, die der unten angegebenen Bedingung ent- 
spreclien, gegeben, so sind damit die beiden anderen bestimmt, des- 
gleichen die Punkte P*, P*, F*, also sind aaeh nach Größe und 
Vorzeichen die Koordinaten von P, und damit P selbst bestimmt. 
Nehmen wir z. B. P* und P'* als gegeben an, so muß ihre Ver- 
bindungslinie parallel zu (^x* sein; nehmen wir dagegen P"* und P'"* 
die durch P"* zu 0*3* und die durch P'"* zu 0*j/* ge- 
1 Parallelen eich auf O^x* schneiden. 

Wenn wir nun unter Voraussetzung solcher Bedingungen schreiben 
Ps{P*, P'*) oder P = (P"*, P"'*), so wollen wir damit aus- 
drücken, daß jene beiden Punkte notwendig und hinreichend sind, um 
den Punkt P des Raumes zu bestimmen. 

Wenn insbesondere P in einer der Koordinatenebenen, z. B. in 
der )/:£;-Ebene liegt, so fällt er mit P' zusammen, daher fällt auch 
P* mit P'* zusammen, während P"* auf 0*2* und P"'* auf 0*?/* 
zu liegen kommt. Ähnliche Verhältnisse treten ein, wenn P in einer 
der anderen Koordinatenebeneu liegt. — Infolgedessen fallen, wenn 
P auf der Achse Ox liegt, P" und P'" mit P zusammen, während 
P' auf den Anfangepunkt fällt, daher vereinigen sich P*, P"*, P'"* 
in einen einzigen Punkt von 0*x*; und P'* fällt auf 0*. 

Aus diesen Bemerkungen lassen sich nütKliche Folgerungen für 
die Spurpunkte einer Geraden g ziehen. Nämlich bei der oben ge- 
machten Definition der Bezeichnungen ergibt sich nun 

<?! = 99', Gs = 99", <?3 = 99'"; 
somit ist die Bedingung, daß g parallel zu einer der Koordinaten- 
ebeneu sei, die daß g', g" oder g"' es sei. Da die Spurpunkte in den 
Koordinatenebenen selbst liegen, so erkennt man, daß 

(?/- Gl, G{' liegt auf Ob, (?/" liegt auf 0?/; 
63"= G3, Gj'" „ „ Ox, O; „ „ Ob; 
G,'"=G„ G^' „ „ Oy, a," „ „ Ox. 

Da nun die Inzidenz und der Parallelismus, bei der Orthogonal- 
projektion auf eine beliebige Ebene erhalten bleiben, so kann man 
hei allen diesen Schlüssen einen Stern an die auftretenden Buchstaben 
setzen. 

117. Aus der in der vor. Nr, behandelten Darstellung der Punkte 
des Raumes kann man eine solche für die der Geraden ableiten. 
Eine Gerade g kann man nämlich darstellen, indem man zwei beliebige 
Geraden g*, g'* der Bildebene angibt, deren erste die axonometrische 
Projektion, deren zweite die der Orthogonalprojektion g' auf die Koor- 
dinatenebene (hier die j/^-Ebene) ist; wir schreiben also ^ = (ß*,/*). 
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g ist dann die Schnittlinie der in g* zur Bildebene senkrecht errichteten 
Ebene, mit der Ebene, die senkrecht auf der ys-Ebene errichtet wird, 
und zwar in der Geraden, in welcher die in g'* zur Bildebene senk- 
recht errichtete Ebene, die j/.s-Ebeae schneidet; g ist also eindeutig 
bestimmt. 

Irgend eine zu 0*x* parallele Gerade der Bildebene schneidet 
g* und g'* in den Punkten P* und P'*, die zusammen einen Punkt 
P der Geraden g darstellen; man kann dann (s. die vorige Nr.) P"* 
und P'"* finden. Eine zweite Gerade parallel zu 0*y* liefert zwei 
weitere Punkte ^*, Q"*, ans denen man Q* und Q'"* ableiten kann; 
die Geraden P"* Q"* und P"'* Q"'* sind dann g"* und g'"*. Übrigens 
kann man diese Geraden auch auf einem anderen Wege erhalten, den 
wir jetzt darlegen wollen, da er uns auch zu weiteren Ergebnissen 
führt, und auf den zu Ende der vorigen Nr. gemachten Bemer- 
kungen beruht 

Die Gerade g"''' seimeidet die Geraden g^, 0*«*, 0*i/* bzw. in 
G*=Gi*, Gg'* Gs'* (Fig. 148). Projizieren wir G* auf 0*y* 
parallel zu 0*z* und auf 0*i* parallel zu 0*j/*, so erhalten wir bzw. 
die Punkte G^'"* und G^'*. Die zu 0*x* durch G^* und Gg'* ge- 
zogenen Parallelen schneiden g* in den Pimkten Gg*^ G^'* und 
G^*^ G^'"*. Die durch G^"* zu 0*2* gezogene Parallele schneidet 
0*x* in G^'"*, während die durch Gj'"* zu 0*^ gezogene 0*x'* in 
Gl'"* trifft. Alsdann gehören die drei Punkte Gj"*, ffg"*, G^"* der 
Geraden G"* an, während Gj'"*, G/"*, Gg'"* auf g"'* liegen. Diese 
Geraden sind also vollauf bestimmt, und alsbald lassen sich dann auch 
die Spuren der betrachteten Geraden 
mit den Koordinatenachsen finden. 
Auu dieser Darstellung'imethode er- 
gibt sich, <hß wenn die beiden Ge- 
riden o* und g ^ emandei pirallel 
-■md, die ursprunglicht Geiide q zur 
i/z Ebene p'irallel -lem muß wenn 
sie dagegen zusammenfallen daß g 
dinn m dieser Ebene liegt Femer 
ergibt sich Damit die beiden Ge- 
raden g s (ff^, g*),h^ (h*, h *) sich 
sehneiden, ist notwendig und hin- ■ 
reichend, daß die Verbindungslinie 
der Punkte g*'h* und g'*h'* parallel 
zu O^x* sei; im speziellen trifft dies 
zu, wenn g^ und h*, oder g'* undA'* rig. iis. 

zusammenfallen. Wenn ferner g* par- 
allel zu A* und h'* zu g'*, dann sind die ursprünglichen Geraden g 
und h einander parallel. 
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118. Um eine beliebige Ebene <T durch unsere jetzige Methode 
darzustellen, können zwei in ihr liegende Geraden dieaen, die nach 
der eben angegebenen Weise bestimmt sind. Als solche kann man 
irgend zwei von den drei Spurlinien s^, s^, Sj mit den Koordinat- 
ebenen wählen. Es seien also z. E. die beiden Geraden s^*, s^* ge- 
geben, die sieh natürlich in einem Punkte S^ von 0*x* treffen 
müssen, dann sind diese die Bilder der beiden Geraden s^ der ics-Ebene 
und S3 der 3;j^-Ebene, die sieh auf Ox treffen und dadurch die Ebene cf 
festlegen- Wir wollen dies durch die Schreibweise ff ^ [sj* Sj*] 
ausdrücken, wobei inbegriffen ist, daß Sg* und s^* sich auf 0*x^ 
treffen. Ist nun femer (Fig. 149) S^-s^-O^y*, 8^=3^ -0*3*, so 
ist S*S*^^Sj* das Bild der dritten Spur von a. Was nun schließ- 
lich die axonometrisohe Spur s ^; s* anlangt, so ist diese offenbar die 
Homologie achse der beiden Dreiecke S^S S^, T^T T^ (mit 0* als Zen- 
trum der Homologie). Diese 
Methode der Darstellung ist auch 
anwendbar in dem FaUe, daß ff 
paraDel zu einer der Koordinat- 
ebenen oder Achsen ist; möge 
der Leser zu seiner Übung die 
Modifikationen angeben, die die 
allgemeine Methode in diesem 
Falle erfährt. In dem Falle, 
daß ff durch den Anfangspunkt 
geht, gehen auch s^, Sg, Sj 
durch 0, folglich gehen s*, s^*, 
* alle durch 0* und schneiden 
- die Geraden T^T„ T^T^, T^T^ 
in drei Punkten einer und der- 
selben Geraden, die die axono- 
metrisehe Spur der Ebene (J selbst ist; daraus ergibt sich ein ein- 
faches Verfahren, aus zweien der Geraden s^*, s^*, Sj* (die durch 0* 
gehen) die dritte abzuleiten. 

Auf jeder beliebigen Ebene des Baumes gibt es drei Systeme 
von bemerkenswerten Geraden, nämlich diesen den drei Projektions- 
ebenen parallel laufenden, und die wir bei der Mongeschen Methode 
(Nr.l6) als Hauptlinien bezeichnet haben. Eine zur ys-Ebene parallele 
Hauptlinie h projiziert sich in eine zu s^ parallele Gerade h', in eine 
zu Ox parallele als Jt", eine zu Oy parallele als Jt'". Daher sind 
h'*, h"*, h'"* Geraden, die bzw. zu s^*, 0*3;*, Oz'* parallel sind. 
Analoge Eigenschaften haben die zur sx- und a:^-Ebene parallelen 
Hauptlinieu. 

Die Betrachtung der Hauptlinien führt uns zu einer leichten 
Lösung der Aufgabe: Die Barstellnng eines Punktes M zu vervoll- 
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und damit ist 31 mehr i 



stäiniligeii, der durch eine ihn enthaltende Ebene ff = {sa', ss") 

nnd eine seiner Pi-njektionen, etwaJIf* gegeben ist. Man betrachte 

KU dem Zwecke diejenige Hauptlinie h von CT, die durch M parallel 

zur 1/2-Ebene geht. Dann ist A'* die durch i 

Parallele (Fig. 150). Es seien nun P*=P^"'* 

Punkte, in denen jene Parallele 

die Geraden Sg* und Sj* schneidet; , 

die durch jene Punkte bzw. zu 0*j/* 

und 0*«* gezogenen Parallelen 

(die sich auf 0*x* sehneiden) sind 

dann die Geraden h"'* und h"-*. 

Nun muß M"* auf k"* liegen 

und zwar derart, daß die durch M'* 

zu 0*?/* und die durch M"* zu 
O^x* gezogenen Parallelen sich auf 
0*2* schneiden, wodurch M"* i' 

bald gefunden wird. Dasselbe gilt ^ 

von M'"*. Dann sehneiden sich 
die durch M"* und M'"* zu 0*;/* 
bzw. 0*s* gezogenen Parallelen in M*, 
hinreicheud dargestellt. 

Die analoge Aufgabe für den Fall, daß man von dem Punkte M 
nur die axonometrische Projektion M* keimt, läßt sich lösen, indem 
man durch M* in der Bildebene eine beliebige Gerade g* zieht und 
diese als axonometrische Projektion einer Geraden g der gegebenen 
Ebene auffaßt. Die Spurpunkte von g lassen sich dann auffinden und 
damit g'*, g"*, g"'*; die durch M* zi 
allelen trefi'en diese Gerade in M'*, A 
diese Konstruktion vollständig durch- 
fahren. 

Die für die Darstellung einer 
beliebigen Ebene gemachten Be- 
merkungen ermöglichen uns auch, 
die axonometrischen 'Spuren einer 
Geraden zu flnden, die in der üb- 
lichen Weise als g = {g*,g") dar- 
gestellt ist. Zu dem Zwecke legen 
wir dvirch g eine beliebige Ebene ff 
und bestimmen (nach Nr. 118) . 
deren axonometrische Spur s ^ s*, 
diese schneidet g* in dem gesuchten mg. i&i. 

Punkte. Als Hilfsebene nimmt 

man zweckmäßig eine solche, die die g auf eine der Koordinatebenen 
projiziert; nehmen wir z. B. (Fig. 151) jene, die g auf die ys-Ebene 
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projiziert, so fällt ihre erste Spurlinie % mit q' zasammen, während 
Sj und Sg parallel zu Ox sind, weshalb S^ ins Unendliche fällt. Folg- 
lieh wird Sj*^^'*; diese Gerade sohneide 0*^ und 0*?* bzw. in 
8* und 5j*; die durch diese Punkte zu Ö^^' gezogenen Parallelen 
sind s^* und Sg*. Nunmehr ist es leicht, die axonometrisohe Spur 
S = s* dieser Hilfeehene zu finden; sie schneidet ^* in dem gesuchten 
Punkte G = a*. 

119. Mit den gegebenen Grundlagen lassen sich nun alle Pro- 
bleme der Lage, soweit sie Punkte, Geraden und Ebenen betreffen, 
lösen. Die Grundgedanken der bezüglichen Lösungen, wie wir sie in 
den vorigen drei Büchern dargelegt haben, sind auch hier verwendbar, 
weshalb es uns gestattet sein möge, nur einen kurzen Hinweis auf 
die auftretenden Konstruktionen zu machen. 

L Gegeben zwei Punkte, _P=(P*, !>"') und Q^iQ", Q"); 
ihre Verbindungslinie zn finden. Man verbmde Q* mit P* durch 
die Gerade »•*, Q'* mit P'* durch /*, dann ist r ^ (r*, r'*) die ge- 
suchte Gerade. Konstruiert man aisdann P"*, P"'*, Q"*, Q'"*, so 
erhält man /■"* und r'"*. Ein Spezialfall dieser Aufgabe ist die Be- 
stimmung der Projektionen einer Geraden, von der man zwei von den 
drei Spurpunkten P^, P^, Pg kennt, ein anderer die Bestimmung der 
Geraden, die durch einen gegebenen Punkt P geht und parallel zu 
einer gegebenen Geraden p läuft. Sind r* r* die durch P* zu p* 
und P'* zu p'* gezogenen Parallelen, so ist r^ir*,r'*) die gesuchte 
Gerade. 

IL Gegeben zwei Ebenen a = («i*, os*), ß = (fti*, 63*); gesneht 
ihre Schnittlinie. Die gesuchte Gerade hat die Spuren Ii,*= P/*= a^*\*, 
J{^^M^"*^a^*b^*. Somit ist die Aufgabe (s. oben) zurückgeführt auf 
die Bestimmung der Projektionen einer Geraden, von der man zwei 
Spur punkte kennt. 

IIL Gegeben einPniiktP=(P*,_P'*) nnd eine Gerade g^{(f',g"), 
die hierdurch bestiitiitite Ebene zu konstruieren. Man ziehe durch 
P zu 3 die Parallele p; verbindet man die gleichbenannten Spurpunkte 
von ff und p, so hat man die Spurlinien der gesuchten Ebene. 

IV. Gegeben eine Ebene ff=[si*, «a*] und eine Gerade g ~ \g*, ^*], 
den gemeinsamen Punkt zu finden. Man lege durch g eine beliebige, 
z. B. die zur j/a-Ebene senkrechte Ebene und bestimme deren Schnitt- 
linie mit CT, sie achneidet r/ im gesuchten Punkte. 

Wir empfehlen dem Leser, nach der vorliegenden Methode auch 
die anderen Probleme der Lage, die wir bei der Mongeschen Methode 
ujid der Zentralprojektion behandelt haben, zu lösen. Wegen der zu- 
künftigen \' erwendung, wollen wir aber hier noch zwei einfache An- 
wendungen der letzten Entwicklungen machen: 
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a) ^gcben eine Gerade g = {g*,^*), gesucht die axnnometpische 
Spur der durch den Anfangspunkt zn ihr gezogenen Parallelen. 

Dargestellt wird diese Gerade durch die beiden durch 0* zu g* und /* 
gezogenen Parallelen p* und p'* (Fig. 152). Um die gesuchte Spur 
zu finden, dient die zu Ende der vorigen Nummer gegebene Konstruk- 
tion; in diesem Falle bilden sich die Spuren der p auf die ys-Ebene 
projizierenden Hilfeebene ab in p'* iind die beiden anderen in 0*3;*, 
also ist die asono metrische Spur jener Ebene die Verbindungslinie 
der Punkte T^ und T/T -p'*; sie trifft p* in dem gesuchten Punkte S*- 




b) begeben eine Ebene a=[si*, sa*l, die axonometrische Spnr- 
linie der dnrcli den Anfangspunkt zn ihr parallel gelegten Ebene 
ZE finden (Fig. 153). 

Diese Ebene hat als Spuren die durch 0* zu s,*, s^*, Sj* ge- 
zogenen Parallelen t^-^, t^*, t^*; diese Geiaden ->chneiden bzw T^T^ 
T^T^, T^T in drei Punkten der gesuchten (Teraden i 

120. Auch solche Aufgaben, m lenen die Bfdmgung de-> Senk 
rechtsteheus vorkommt, lassen sich nach der jetzt betrachteten Methode 
leicht lösen. Eeaehton wir nämlit-h zunächst daß wenn eine (rerade 
g senkrecht zur Bildebene ist, g', g q senkrecht zn T T T 1^ 1 T^ 
sind, und daher sind zufolge eines bekannten Satzes \,& Nr 3U) aui-h 
<f'*, g"*, <f"'* zu diesen Geraden senkrecht wählend g* sn-h auf emen 
Punkt reduziert. — Betrachten wir nun eine Geiade a und eine Ebene 
a, die zueinander senkrecht sind. Wir ziehen durch die Gerade b 
parallel zu a und eine Ebene T durch pirallel zu a l treffe die 
Bildebene in B*, j schneide sie m c*. Dann sind (vgl. Nr. 12) die 
Gerade c* und der Punkt B* entsprechende Elemente in der Anti- 
polarität, deren Distanzkreis, der um 0* mit 00* beschriebene Kreis 
ist (sein Radius ist die mittlere Proportionale zwischen T^O* und 
Ö*P, wenn T^P Höhe des Dreiecks T^T 1\ ist). Die Verwendung 
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dieses UmetandeB und die Anwendung der in voriger Nummer unter 
a) und b) gegebenen Konstruktionen liefern una ein Mittel, alle Auf- 
gaben zu losen, in denen zueinander senkrechte Geraden und Ebenen 
auftreten, und zwar durch ein Verfahren, das im Grrunde identisch 
mit dem bei der Zentralprojektion angewendeten ist. So ermöglichen 
sie, die Aufgabe, von einem Punkte auf eine Ebene das Lot zu fällen, 
oder durch ihn eine zu einer gegebenen Geraden senkrechte Ebene 
zu legen, zurückzuführen auf die, durch einen gegebenen Punkt zu 
einer gegebenen (durch gehenden) Geraden die Parallele zu ziehen, 
bzw. durch ihn die zu einer gegebenen (auch durch den Anfai^e- 
puukt gehenden) Ebene parallele ku legen; ebenso kann man die Auf- 
suchung des gemeinsamen Lotes zweier windschiefer Geraden zurück- 
führen auf die einer Geraden von gegebener Richtung, die zwei wind- 
schiefe trifft. 

Es m(3ge hier noch eine Betrachtung beigefügt werden, wie man 
Aufgaben, die das Senktrechtstehen betreffen, behandeln kann, ohne 
auf die Antipolarität zurückzugreifen Betrachten wir nämlich zwei 
zueinander senkrechte in der xy-Wo9D!& gelegene Geraden, die sich in 
M schneiden, so entsprechen diese beiden, p und q, eich in einer zir- 
kulären Involution mit dem Zentrum M-^ sie kann betrachtet werden 
als bestimmt 1) durch das Geradenpaar a und &, die durch M parallel 
zu Oy und Oz gezogen sind; 2) durch die Parallele c zu T^T^ und die 
hierzu senkrechte Gerade d, beide durch M gebend. Nun projizieren sich 
a und h in zwei Geraden a* und &* parallel zu 0*^ und 0*s*, 
während c* parallel zu 1\1\, und d* senkrecht dazu wird. Folglich 
entsprechen sich p* und g* in einer (elliptischen) Involution, in 
der »*, h* und c*, d* entsprechende Paare sind. Ebendasselbe läßt 
sich sagen, wenn die betrachteten Geraden in der zx- oder a^^-Ebene 
liegen. — 

s Senkrechtstehens der beiden 
Geraden p, q der !/2-Ebene auszudrücken, 
erhält man, wenn man durch q die zur 
yz-'Ehen& senkrechte Ebene a legt. Daj) 
und q zueinander senkrecht sind, so ist p 
auch senkrecht zu a, daher muß p*, die 
Orthogonalprojektion von p auf die Bild- 
ebene, auch senkreclit zur ;isono metrischen 
Spur s von ö sein. (Vgl. Fig. 154). Be- 
trachten wir nun eine beliebige Ebene 
a = [Sj*, Sg*] und in ihr zwei zueinander 
senkrechte Geraden p, q, die durch M 
gehen, so entsprechen diese sich in einer 
Involution, die überreichlich bestimmt ist durch drei Geradenpaare, 
die entstehen, wenn man durch M die Parallelen m., m», m, und 



Eine andere Art, die Bedingung ( 
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die Senkrechten n^, n^, n^ m Sj, Sj, Sg zieht. Nun hahen m^, m^, 
»Mg als axonometrische Projektionen die durch M* zu s^, s^, s^ ge- 
zogenen Parallelen, wahrend m^*, m^*, m^* dnrch eines der oben 
angegebenen Verfahren erhalten werden können; diese sind anwend- 
bar, da ja die Geraden Sj, s^, Sj den Koordiaatenebenen angehören. 

121. Hat man den Kreis F mit dem Zentrum 0* und dem 
Radius 00* gezeichnet, so lassen sich einige metrische Aufgaben 
leicht lösen, wie wir jetzt zeigen wollen. 

a) Den Abstand eines Punktes J» = (P*, P") Ton der Bild- 
ebene zu finden (Fig. 155). 

Wir ziehen die Gerade OF und be- 
stimmen deren axonometrische Spur Q*, 
abdann legen wir das rechtwinklige 
Dreieck 00*Q* in die Bildebene um, 
dann kommt in den Endpunkt (0) des 
zu 0* Q* senkrechten Radius des Kreises 
r zu liegen; P kommt dann sowohl 
auf der Geraden {0)Q* zu liegen, als ^ — 
auch auf der in P* zu 0*Q* errichteten ^ 
Senkrechten, ist also leicht zu finden. 
Alsdann ist die Strecke {F)I"* der ge- 
suchte Abstand. 

b) Den Abstand zweier Punkte P, Q zu finden. Man bestimme 
ihre orthogonalen Projektionen P*, Q*, sowie ihre Abstände von 
der Bildebene. Der gesuchte Abstand ist dann Hypotenuse eines 
rechtwinkligen Dreiecks, deaaen eine Kathete P*§*, dessen andere die 
Differenz oder die Summe der Abstände von der Bildebene ist (je 
nachdem P und Q auf derselben oder verschiedenen Seiten der Bild- 
ebene liegen), 

c) Die Neigung einer Geraden 3 =[3*, gf"] gegen die Bildebene 
zu finden. Man darf die Annahme machen, daß g durch den An- 
fangspunkt geht. Man bestimme die axonometrische Spur G*, dann 
lege man das Dreieck 0* (?* in die Büdebene um. kommt dann 
in den Endpunkt (0) des zu 0*(J* senkrechten Radius des Kreises 
r zu liegen, und 0*G*(0) ist der gesuchte Winkel. 

d) Den Neigungswinkel einer Ebene a = (si*, Sä*) gege» die 
Bildebene zu finden. Man darf annehmen, (J gehe durch den An- 
fangspunkt 0, Man bestimme nun ihre axonometrische Spur s, dann 
fälle man das Lot 0*E auf s und ziehe den hierzu parallelen Radius 
0\0) von P; der spitze Winkel 0*H{0) ist dann gleich dem ge- 
suchten. 

Wir haben also bei der Lösung dieser Aufgaben unsere Zuflucht 
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ZU der ümlegutig einer Ebene in die Bildebene genommen; man be- 
dient sicli dieses Kunstgriffs in der Regel (Bowohl bei der vorliegen- 
den, als auch bei den früheren Methoden), um metrische Probleme zu 
lösen. Die Umlegung (JF) einer in der Ebene a gelegenen Figur 3^ 
steht (vgl. Nr. 36) mit der Orthogonalprojeiition 3^* auf die Bildebene 
in einer Affinität sbeziehung: die Affinitätsachse ist die ax onometrische 
Spur von ff, das Affioitäts Verhältnis der Kosinus des Winliels, den 
CT mit der Bildebene bildet. Da wir nun das Verfahren keimen, 
sowohl jene Spurliuie zu finden, als auch diesen Winkel zu be- 
stimmen, so ist nichts leichter, als diese Affinität vollständig zu be- 
stimmen. 

Die Aufsuchung des Winkels zweier beliebiger Geraden oder 
zweier beliebiger Ebenen mit Hilfe von Umlegungcn wollen wir dem 
Leser überlassen. 



Viertes Kapitel. 
Schiefe Axonometrie, 

132. Wir nehmen jetzt an, daß die Projektion aller Punkte des 
Baumes parallel zu einer Geraden g, die nicht senkrecht zur Bild- 
ebene ißt, erfolgen soll. Diese 
Gerade könn en wir uns, ohne der 
Allgemeinheit Eintrag zu tun, 
durch gelegt denken. Wir 
wollen zuerst zeigen, wie die in 
Nr. 107 angegebene Funda- 
mentalkonstruktion der 
rechtwinkligen Axonome- 
trie auch in diesem allgemeine- 
ren Falle anwendbar bleibt. Zu 
dem Zwecke tragen wir auf den 
positiven Richtungen der Achsen 
OX, OY, OZ die drei Strecken 
OU, OV, W^ e, gleich der ge- 
wählten Maßeinheit ab; deren 
asono metrische schräge Projek- 
tionen seien 0'ü"= 1,0' V ^ m, O'W = n, und die Richtungen O'T'. . . 
seien zugleich die positiven auf O'X'. . . (s. Fig. 156). Die Verhältnis- 
zahlen — = X, — = /t, - — V hängen dann bloß von der L^e der 
Bildebene gegen die Koordinatachsen und gegen die Gerade g ab 
(vgl. Nr. 2, Schlußbemerkung); in Analogie mit der im vorigen Kapitel 
gebrauchten Bezeichnung wollen wir sie auch hier Verkürzungs- 
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zahlen nennen, wenngleich sie auch größer ais 1 werden können. 
/, m, « sind hingegen die Intervalle der asonometrischen Skalen, 
die wir gerade so wie bei der orthogonalen Axonometrie konstruieren 
können. Zeichnen wir wieder den Linienzug OLMN, dessen Teil- 
strecken OL^x, LM=y, MN^s sind, und projizieren ihn auf 
die Bildebene parallel zu g. L hat dann als Projektion einen Punkt 

L' derart, daß -_— = ^- = L daher ist 0'L'= ^-'.xl, und es lieirt 
OL OU 1' ö 

L' auf dem positiven oder negativen Teile von O'X', je nachdem 

x^O. Ebenso wird L'M' paraUe! zu O'Y', und ^'^-'- = 91ll ^ ,,. 

LM OV ^' 

daher L'M' = (i ■[;/', und L'M' und O'V haben denselben Kichtungs- 
sinn, nur wenn y> 0. Schließlich wird M'N' parallel zu O'Z', und 

M'N' 0' W 

= -^v; AakeiM'N'^vlsl, und O'W'undM'N' haben 

MN OW 

denselben Sinn, nur wenn s > 0. Dies zeigt uns (was wir oben be- 
hauptet haben), wenn wir in der Bildebene die Geraden O'X', O'Y', 
O'Z' und die Intervalle l, m, n haben, bzw. die Zahlen i, /i, v kennen, 
oder die Punkte U', ¥', W, daß wir dann die schiefe, axonome- 
trische Projektion eines jeden, durch seine Koordinaten gegebenen, 
Punktee nach demselben Verfahren, wie bei der orthogonalen Axono- 
metrie konstruieren können. 

Nun sahen wir bei der letzteren (Seite 177), daß es genügt, die 
axononietrischen Projektionen der Koordinatachsen gezeichnet zu 
haben, um damit die Verkürzungszahlen, und daher auch die axono- 
metrischen Skalen zu erhalten; triät etwas ähnliches auch bei der 
schiefen Axonometrie zu? Auf diese Frage antwortet in negativem 
Sinne der folgende wichtige 

133. Satz voiiPohlke: Drei von demselben Punkte ausgehende 
nnd in derselben Ebene liegende Strecken von beliebiger Länge, 
vorausgesetzt, daß hüehstens eine gleich nnd höchstens einer der 
von ihnen gebildeten Winkel ist, können immer als Parallel- 
projektion dreier gleich langer Strecken angesehen werden, die die 
Kanten eines dreirechtwinkligen Dreiflachs bilden, nnd deren ge- 
meinsame Lunge durch die gegebenen Stücke bestimmt wird. 

Beweis: Die drei in der Bildebene gegebenen Strecken woUen 
wir mit O'U', O'V, 0' W bezeichnen, während OU, OV, OW die 
drei gleichen, rechtwinklig aufeinander stehenden Strecken bedeuten, 
deren Vorhandensein der Satz behauptet 

Wir beginnen mit dem Nachweise, daß die beiden in dem Satze 
ausgesprochenen Bedingungen für das Bestehen desselben notwendig 
sind: a) Wenn die Strecke O'U' gleich Null ist, d.h. wenn ZT mit 
0' zusammenfällt, so laufen die Projektioas strahlen mit der Geraden. 
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OU parallel; nun sind die GEeraden OV und OW beide senkrecht zu 
OU, also nicht parallel zu den ProjektioDsatrablen, also kann weder 
V noch W mit 0' zusammenfullen, d.h. keine der Strecken O'V, 
O'W kann gleich Null werden: folglich kann nicht mehr als eine 
der genannten Strecken gleich Null sein, b) Sei nun -^ Ü'O'V =0, 
so heißt das, daß die Geraden O'U', O'V zusammenfallen; dHnn sind 
die Projektionsstrahlen parallel der Ebene UOV; da die Ebene VOW 
senkrecht zu der vorigen, so kann sie nicht parallel zu den Projek- 
tionsstrablen sein, und daher kann keiner der Winkel V'O'W, 
W'O'JJ' gleich Null werden. 

Wir wollen nun zeigen, daß die angeführten Bedingungen auch 
hinreichend sind. Hierzu genügt der Nachweis, daß, wenn man 
drei gleiche und zueinander rechtwinklige Strecken nimmt, diese sich 
in einer passend gewählten Richtung d und auf eine geeignet gewählt« 
Ebene t so projizieren lassen, daß man ein Viereck OfU^V^W^ erhält, 
welches dem gegebenen Vierecke O'VVW ähnlich ist. Hat man 
nämlicb ein solches erbalten und setzt 



2>£i. „ ^'Y.'. _ 9i^i 



-h, 



O'U- ö'V O'W 
und nimmt dann auf OU, OV, OW die Strecken 

öiT^ = \oü, ~ör^ = -^~öv, ow^ = ^uw 

und projiziert die Punkte 0, fJ^, \\, W^ in der Richtung d auf die 
Ebene t, bo bekommt mau ja die Strecken 

'o-u^^^ölu^ = lyjr, ölv= ^ö^v^-Wr, 

0~W^' = -i- ÖJV\ = 0' w, 
wie es sein sollte. 

Nehmen wir nun an, wir hätten die Punkte 0^, U^, F^, y\\ 
schon erhalten: wir betrachten den Punkt, in dem eich die beiden 
Geraden Ü^V^ und OiTT^ schneiden, und nennen ihn A^ oder B^, je 
nachdem wir ihn als der Geraden CT, K, oder der Oj W^ angehörend 
betrachten. Er ist dann die Projektion eines Punktes A der Ge- 
raden UV und die eines Punktes B von OW. Da bei jeder Parallel- 
projektion das Verhältnis der Strecken auf derselben Geraden erhalten 
bleibt, so ist 

AW ~ j;w\ ' BV ~ B^ ' ^ ^ 

Da nun der Voraussetzung nach die Figur O'ITVW' ähnlich 
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U'B' 
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O'A' 


ÜB 
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O^UiV^Wi, so ist, wenn wir den Sclmittpunkt (CTF', O'W) sowohl 
mit A' als auch B' bezeichnen 



Aus (1) und (2) folgt 

"""^ (3) 

In diesen Gleichungen sind die rechten Seiten bekannt, ebenso 
die Punkte 0, TJ, V, W, folglieh lassen sich die Punkte A und B, 
als solche, die OT und OW in bestimmtem Verhältnis teilen, un- 
zweideutig bestimmen. Da nun A' mit B' zusammenfällt, so bestimmt 
die Gerade AB die Richtung d, in welcher die gesuchte Parallelpro- 
jektion auszuführen ist. 

Durch die Punkte TJ, V, W ziehen wir nun die Parallelen zu 
AB-^ man kann dann (vgl. Nr. 43, Anm.) auf unzählig viele Weisen sie 
mit einer Ebene (Tfl so sehneiden, daß das entstehende Dreieck U^V^W^ 
ähnlieh dem Dreiecke XJ'V'W wird; die Stellung der Ebene a^ ist 
auf zweierlei Weise bestimmt. Ist nun 0(, der Punkt, in dem ü^ von 
der durch tm d gezogenen Parallelen geschnitten wird, so sehneiden 
sich die Geraden 0„W^ und U^V^ in einem Punkte A^^B^, der die 
Spur der Geraden AB auf Öq ist, und dann ist 

ÖÄ ^ 0„^ ÜB ^ Ü^B\ - ., 

Weil nun die Dreiecke U'V'W und Ü^V^Wf, eyjander ähnlich sind, 
so gibt es in der Ebene des zweiten Dreiecks sicherlich einen Punkt 
X derart, daß auch die beiden Vierecke O'U'V'W und XU^V^W^ 
einander ähnlich sind. Den Schnittpunkt der beiden Geraden IlgV^ 
und XWf, woUen wir Y oder Z nennen, je nachdem wir ihn als der 
ersten oder der zweiten Geraden angehörend betrachten. Dann ist: 



ffj- _ XY 


U'W 


U„Z 


j:W' YW, ' 


B-r 


~ ZV, 


(5) mit (3) kombiniert liefert 






OA _ XY 


ÜB 


___ Ü^X 


A W YW„ ' 


BV 


ZV,' 


und diese mit (4) vereint zeigt, da£ 






Ö~Ä, _ XY 
A^W^ Yw^ ' 




u,x 

ZV, ' 



(S) 



(6) 



(') 
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Aus der letzteren folgt, daß Y ^ Z mit 5,, = A^ zusammenfallen muß. 
Es wird daher die erstere von (7) zu 

der Punkt X fällt also mit 0^ zusammen. Demznfolge ist das Vier- 
eck OfJJaVaWf, ähnlich dem O'TJ'V'W, das erstere ist also jene Pro- 
jektion des Tetraeders OUVW, das man nach dem Pohlkeschen Satz 
erhalten soJite. 

Die Existenz dieses Tetraeders ist somit nachgewiesen; zugleich 
ist gezeigt, daß es unzweideutig bestimmt ist, und daß die Richtung, 
in der die drei gleichen und zueinander senkrechten Strecken zu pro- 
jizierer sind, leicht zu konstruieren ist, um ein dem gegebenen ähn- 
liches Viereck zu erhalten, und daß auch fauf zwei Weisen) die 
Stellung der Ebene, auf die man projizieren muß, bestimmt ist. 

124. Will man also eine asonometrische Projektion ausführen, 
so kann man in der Zeichenebene sowohl die Träger O'X', O'Y', 
0'Z\ als aueb die Intervalle der asonometrischen Skalen beliebig 
wählen; alsdann liefert uns die in Nr. 115 ausgeführte Konstruktion 
leicht die axonometrische Projektion jedes beliebigen, durch seine 
Koordinaten fixierten Punktes. Will man jedoch zweckmäßige Systeme 
erhalten, so muß man die Bildebene und die Richtung der Projek- 
tion sstratlen in geeigneter Weise wählen. Von besonderem praktischen 
Nutzen ist z. B. die Wahl der Bildebene, daß man sie parallel zu 
einer der Koordinatebenen, z. B. zur Ebene XOZ nimmt (wobei ivir 
annehmen wollen, daß OZ vertikal laufe). Die entsprechende Axono- 
metrie heißt dann li'avalierperspektive. Um sich über ihren Wert 
klar zu werden, beachte man nur, daß die Strecken OL und MN des 
üblichen Linien zu ges i'iir einen Punkt .?/■ des Raumes sich in wahrer 
Größe abbilden, somit sind zwei der Verkürzungszahlen gleich 1. 
Wenn dann femer die Projektione strahlen mit der Bildebene den 
Winkel bilden, so wird auch die Projektion der Strecke LM gleich 
der Strecke selbst, und um dieses Projektions System zu charakteri- 
sieren, genügt die Kenntnis des Äbsiandes der Bildebene von der 
Ebene XOZ ^). 

In dem in der Praxis am häufigsten vorkommenden Falle, daß 
die Achse OZ vertikal ist, nimmt man als Bildebene meistens eine 
zu dieser parallele {also auch vertikale) Ebene; wir sehen, wie man 

1) Weitere Einzelheiten über dieses System der axonometi-ischen ProjektioTi 
finden Bich bei E. Ciani, La prospettiva cavaiiera a quarantaeinqmi gradi (Mi- 
lano 1903). 
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dann alle axonometriachen Konstanten erhalten kann.^) Es handle sich 
nun (vgl. Fig. 157) um die Abbildung einer Figur ff, von der alle 
Punkte sich auf die Horizontalebene innerhalb eines Rechteckes OADB 
projizieren, von dem eine Seite OA auf OX, eine andere OB auf Y 
fällt; als Bildebene tt wählen wir die durch AB parallel zu OZ 
gehende. Das axonometrische Dreieck ist dann uneigentlich und hat 
als Seiten AB und die durchs und Jß zu OZ gezogenen Parallelen, 
seine Spui-punkte sind A, B, und Z„ der unendlich ferne Punkt you 
OZ. Wir wollen weiter annehmen, daß die Richtung der Projektions- 
strahlen derai^tig sei, daß die axonometrische Projektion Oj des An- 
fangspunktes innerhalb dieses degenerierten Dreiecks falle, und diese 
Richtung sei bestimmt durch eine durch gezogene Gerade l, die 
selber durch ihre Orthogonalprojektionen V auf X.OY, l" auf XOZ 
fixiert ist. Analog seien auch die Projektionen von fF auf diese 
beiden Ebenen mit 9^' und 5F" bezeichnet, während die axonometrische 
Projektion % heißen soll. Der Punkt 0^ ist der Schnitt von l mit 
der Bildebene tt, 0^' der von V mit ^-ß, 0^" der von l" mit O^'Z^. 
Legen wir jetzt die Bildebene tt in die Horizontalebene um, so kommt 




Oj in eine Lage (ü^), die leicht zu konstruieren ist, da (OJ auf der 
in Oj' zu AB errichteten Senkrechten in einem Abstände gleich der 
ersten Kote von Oj . Da jl und B bei der Umleguug an ihrer Stelle 
bleiben, so sind die Geraden A(O^), Biß,) die Umlegungen {x^), {y^) 
der zwei axonometrischen Achsen; die dritte {s^} ist die durch Oj zu 
AB senkrecht gezogene Gerade, d. i. Oi'(0,). Die VerkürzungszahJen 
sind demnach bekannt und haben die Werte bzw. 



. _ Öl 4 _ (0^)A 



_{Oj)B 



= 1. 



I) Vgl. C. Beyel, Über Axonometrie und schiefe ParallelprojeUion (Archiv 
f. Math. tt. Phya,, m. Reite, 4. Bd. I90S, 8. 237 ff.) 
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Man hat also in der Zeichenebene alle Elemente um JFi zu kon- 
struieren (Fig. 15Ta), nur besteht noch der Ubelstand, daß 9^i die Pro- 
jektion 5F' überdeckt. Um diesen zu beseitigen, nehmen wir auf der 
Urundhnie Ox (außerhalb OA) irgendwo den Punkt 0, und die zu- 
gehörige Ordinate (in positivem Sinne) als axono metrische Achse s^ 
(s. Fig. 157b). Von 0^ tragen wir auf ihr im negativen Sinne die 
Strecke O^C — 0^(0,) ab, und ziehen durch C die Parallele zur Grund- 
linie, auf der wir von C aus nach der einen Seite CT^— O^A, nach 
der anderen OT^^ O^'B abtragen; die Geraden OiT^, O^T sind dann 
die beiden Achsen z^, y^. Tragen wir auf S-^ die Strecken O^L = ÖÄ, 
6~M = OB ab, so wird 



O.L 



^^ = i, und ; 



man hat also auch in der neuen Figur alle für die gewünschte axono- 
metrische Projektion notwendigen Elemente. Ist nun P^{P', P") 
ein beliebiger Punkt des Raumes mit den Koordinaten x, y, z, die 
durch die Strecken OH, OK, HF" gemessen werden (s, Fig. 157), 
und ist P^ seine axonometriacbe Projektion, so haben wir 

OH ^ ~ÖÄ ^ öj: _ 

trägt man daher auf O^L die Strecke O^L(f= x ab und zieht durch 
Lg die Parallele zu LT^, so schneidet diese x^ im Punkte H,. 
Ebenso mnß 

OK _ OB _ 'ob _ ~Ö~M 
Ö'^K, ~ Ö^B^ ~ ö'ii ~ 0~^y 

werden; trägt man daher auf O^M die Strecke 0^^M^ = j/ ab und 
zieht durch M,^ die Parallele zu MT^, so schneidet diese y^ im Punkte 
A'j. Die vierte Ecke des Parallelogramms H^O^K^ ist P^'; durch 
P[' hat man nur noch die Parallele zu z^ zu ziehen und auf ihr die 
Strecke s nach Größe und entsprechender Richtung abzutragen, um 
als Endpunkt den gesuchten Punkt Pj zu erhalten. 



Fünftes Kapitel. 

Perspektive Axonometrie, 

125. Um eine Perspektive Axonometrie festzulegen, muß die 
Lage des Pi-ojektionsKentrums C und die der Projektionsebene tt in 
bezug auf die Koordinatachsen gegeben sein; zu dem Zwecke geben 
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wir die KoortÜDaten von C ala a, b, c und die MaBzaWea p, q, r für 
die Strecken OT^, OT^, OT^, welche die tt auf den Koordinatachsen 
abschneidet; der positive Sinn der letzteren falle mit . . . T^ usw. 
zusammen. Die ßerade OC schneidet tt in 0', der axonometrisehen 
Projektion von so daß T^, 1^ O'T^ die axonometrisehen 
Achsen werden; auf ihnen nehmen wir wieder die Richtungen vom 
Anfangspunkte ms nach T^, T^, T^ hin als positiv. 

Wir betrachtfn jetzt einen beliebigen Punkt P des Raumes mit 
den Koordinaten c y ", seine Projektion sei P', und die x ent- 
sprechende axonometrisehe Abszisse OP" sei^'. Dann entsprechen 
sich die Punkte P, P' in den beiden (in bezog auf das Zentrum C) per- 
spektivischen Punktreihen auf den Geraden OX und O'X'; folglich 
besteht zwischen den Abszissen x, x' eine bilineare Gleichung, und 
da dem Punkte mit a: = der Punkt 0' mit ic'=0 entspricht, 
80 besitzt sie keinen konstanten Terminus, sie hat also folgende 
Form: 

Xx'-f'-^'-Vx='0. (1) 

Ähnliche Beziehungen erhält man bei Betrachtung der beiden anderen 
Achsen, so daß man schreiben kann: 

Die hier auftretenden sechs Konstanten /', g, h und l', m, n haben 
eine wichtige geometrische Bedeutung, die unschwer zu finden ist. 




Die Gl. (1) zeigen nämlich, daß für x = f, y = g, z = h resp. x' = co, 
^'=00, / = 00 wird; /j g, h sind also die Abszissen derjenigen 
Punkte F, G, H der Punktreihen OX, 0¥, OZ, die den unendlich 
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fernen der axonome tri sehen Achsen entsprechen, d. h. die Abszissen 
der Fluchtpunkte der Koordinatachsen. F, G, H sind folglich 
die SebnittpLirdrte der Achsen selbst mit der durch das Projektions- 
zentrum C zur Bildebene tt parallel gelegten Ebene (s. Fig. 158). — 
Schreiben wir jetzt die Gl. (1) folgendermaßen: 

y = -- ' = '"' ' = "■' 



so erkennt man, daß fönende Paare von AbszisBeu einander ent- 
sprechen: 

X — c^, x' ^l'-^ t/ = (X3, y' = m'; ^ = co, / — n; 

also sind l, m, n die axonometrischen Abszissen derjenigen Punkte 
L', M', N' auf den axonom einsehen Achsen, die den unendlich fernen 
der Koordinatachsen entsprechen: sie sind also die Fluchtpunkte 
der asononietrischen Achsen, und man erhält sie, als Spuren auf 
der Ebene tt, wenn man durch C die Parallelen zu den Koordinat- 
achsen zieht. 

126. Nehmen wir nun an, die Punkte F, G, K auf den Koor- 
dinatachsen OX, OY, OZ, sowie L', M', N' auf den axonometrischen 
Achsen O'X', O'Y', O'Z' seien gezeichnet, dann sind die Konstanten 
f, g, Ä; V, m, n bestimmt, und also die Gfl. (1) bekannt. Werden 
uns jetzt die Koordinaten x, y, ^ eines beliebigen Punktes P im 
Itaame gegeben, so können wir mit Hilfe dieser Gleichungen die 
Größen x', y, b berechnen und dann die Projektionen (^, Ii\ S' der 
drei auf den Koordinatachsen liegenden Ecken Q, B, >S des P »pro- 
jizierenden Quaders" (es hat und P als entgegengesetzte Ecken 
und vier Kanten parallel den Koordinatachsen) zeichnen. Wir wollen 
nun zeigen, wie wir (durch Verallgemeinerung der Pundamentalkon- 
struktion der orthogonalen Axonometrie in Nr. 107, die wir schon in 
Nr. 122 auf die schiefe Axonometrie erweitert haben) auch P' kon- 
struieren kömien. Zu dem Zwecke betrachten wir das genannte 
Quader, dessen übrige Ecken T, U, V sein mögen, und daran die 
ParaUelogramme OQVR und 08PV. Die Gerade QV ist die Ver- 
bindungslinie voji Q mit dem unendheh fernen Punkte von OY, daher 
wird ihre axono metrische Projektion die Verbindungslinie von Q' mit 
M' sein. Ebenso ist RV die Verbindung von li mit dem unendlich 
fernen der 05-Achse, und daher ihre axonometrische Projektion die 
Verbindung von E mit L'. Q'M' und B'L' schneiden sich in einem 
Punkte, der offenbar die Projektion von V ist, also V. Femer sind 
parallel die beiden Geraden SP und OV (s. Fig. 159a), deswegen 
muß S'P' zu demjenigen Punkte O'V laufen, der dem unendlich 
fernen von OV entspricht, dieser ist aber deijenige Punkt I' von 
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0'V\ in welchem die Gerade O'V von L'M' geschnitten -wird, P' 
liegt also auf S'l'. Schließlich ist VF parallel zu OZ, geht also 
durch den unendlich fernen Punkt N von OZ., VF' muß also durch 
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N' gehen. Also ist F' der Schnittpunkt von ST mit VN' (siehe 
Fig. 159 b) und damit vöUig und eindeutig bestimmt. 

Aus dem vorigen ei^ibt sich, daß zur Kouatruktion der Projefe- 
tion P' eines Punktes, der durch seine Koordinaten gegeben ist, not- 
wendig und hinreichend ist die Kenntnis 1. der Disposition der azo- 
nometrischen Achsen, d. h. der "Winkel Y'O'Z' = i, Z'O'X' — tj, 
X'O'Y' — i, die der Beziehung I + jj + ^ = ^jt gehorchen, 2. der 
sechs axonometrischen Grrundkonstaaten f,g,h,\ l',m',n. Jene 
Winkel und diese Konstanten sind aber bestimmt, wenn man die 
Lage des Zentrums C und der Bildebene tr in bezug auf die Koor- 
dinatachsen kennt (die sogenannten Orientierungakonstanten der 
betrachteten Perspektivität) die wir zu Anfang dieses Kapitels mit 
o, b, c; p, q, r bezeichneten; es müssen also jene 9 Konstanten sich 
als Funktionen dieser 6 ausdrücken lassen, und diese Beziehung wollen 
wir nun aufsuchen. 

137. Wir beginn. 
Gleichung 



. mit der Betrachtung der Ebene ir, die die 



: + ^ 



■ -1 



hat; daher ist die der durch C parallel za tt 

p ' q ' r ' 

wenn wir der Kürze wegen 

setzen. Die Strecken, die diese Ebene auf den Koordinatachsen ab- 
schneidet, \om Anfangspunkte aus gerechnet, sind daher 

f=kp, g = hq, k = kr. (3) 



gelegten Ebene FGH: 



(2) 
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so haben wir, wöil die Geratlen O'T^ nnd CF einander parallel sind 
(vgl. Fig. 159) _ 



und daher wegen Gl. (3) 

h = -'-, (4) 

oder 

Der Punkt 0' (der Schnitt von OC mit Tt) hat offenbar die Koor- 
dinaten 

a h c 

f ' t" ' k' 
und wenn wir nun setzen 

ÖT, = H, <yf^ = V, ffT~ = w, 
Bf) finden wir 

oder auch, wöil 

p2 ^ «Sf 4- fts _|_ gä^ 

„._p._ _^ + .^„ „-_,= _. J+^„ „._,._. ^_+»_. (6) 

Um jet^t die Größen /', m', u' zu finden, beachten wir, daß in 
der zwischen den Punktreihen auf OX und O'X' bestehenden Pro- 
jektivität T^ ein vereinigter Funkt ist, daher muß in der diese Be- 
ziehung daiBtellenden Gleichung (1) [in Nr. 125] dem x — p ein y:'= m 
entsprechen: das gibt 

pu — fu — l'p = 0. 

Setzen wir hierin für f seinen Wert aus (3) ein, so erhält man die 
erste der folgenden drei Gleichungen: 

l'^ll-li)u, m'={l-k)v, M'=(l-it)M;, (6) 

während man die beiden anderen in analoger Weise erhält. Setzt 
man nun hierin die Werte für &, u, v, w aus (2) und (5) ein, so 
erhält man die gesuchten Ausdrücke für V, m, n durch die Orien- 
tierungskonstanten. 
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In dem Dreie<^k:e T^0'7.\ ist min 

0'7; = V, 0X= n-, <C T^O'T^ == |, 

daher ist 

q^ + r^=v^+w^— 2vw cos |. 

Aus dieser und zwei analogen Gleichungen erhält man; 



-(!'i_t_'''):^(?! + 3') 



(7) 



und wenn man auch hierin für u, v, tv seine Werte aus (5) einsetzt, 
so erhält man die gesuchten Ausdrücke für die Winkel |, »j, ^ durch 
die Orientiernngskonstanten. 

Eliminieren wir aus den aufgestellten Gleichungen diese Kon- 
stanten, so gelangen wir zu den drei Gleichungen, die zwischen den 
Winkeln |, tj, £ und den sechs as onometrischen Konstanten bestehen. 
Eine dieser Beziehungen ist offenbar diese: 

! + , + £- 2«; (8) 

um die anderen zu erhalten, setzen wir in die erste der Gl. (7) die 
Werte 

r m' n f <i h 

"-i-^-f o-i-i' "-l-t' f- t' 1-f '-J' 
die sich aus (6) und (3) ergeben, ein, und beachten auch die GL (4"). 
Dann bekommen wir, wenn wir noch zur Abkürzung -- = t setzen: 

«" i = '"" + "'li';"'"' + '■' . «<» 1 - ^ ^-^r"^"* '"' • 

Zi = f':^'"'-^+J-^. (9) 

Setzen wir die für t^ sich hieraus ergebenden Wei-te gleich, so er- 
halten wir 

y« + ft' fi'+"r r + fl' '^ ' 

und diese Gleichung enthält die drei gesuchten Beziehungen; ihr 
Inhalt ist leicht in Worte zu kleiden, sie ist immlich gleichbedeutend 
mit 

M'N- _ N'i/' _ VW_ _ 
GH Jf^ ^ FG ' 

sie sagt uns also, daß die Dreiecke FGM und L'M'N' einander ahn- 
hch seien, welche Eigenschaft offenbar ist, da diese (immer spitz- 
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winkligen) Dreiecke eiitstelieii, indem man zwei rechtwiniilige Drei- 
kante, deren Kanten parallel laufen, durch zwei zueinander parallele 
Ebenen achneidet. 



128. Wollen wir also in der Bildebene die Projektion P' eines 
beliebigen Punktes Fix, y, 0) zeichnen, so können wir die drei Winkel 
I, 7j, g beliebig wählen, d. h. nach Belieben die Geraden O'X', O'Y', 
O'Z' zeichnen, desgleichen die Konstanten V, m', n', alao die Punkte 
L', M', N' beliebig auf O'X', O'Y', O'Z' wählen, sowie schließhch 
auch das Verhältnis - = x. Die anderen drei Konstanten f, g, h 
sind dann bestimmt und können nach folgenden drei Formelu, die 
sich aus Gl. (9) leicht ableiten lassen, berechnet werden: 

T*/^= /'ä _ i'fi . coe 1^ — r in -cos £ + m'n'-cos |, 
T^gfä= fn"^ — m';'-cos i — m'n'-cos i -j- n'l' ■ cos rj, 
T^Ä*= n'^ — n'm'-cos^ — n'l' ■ cos tj -f- Tm'-eos £. 

Nebenbei können wir noch folgern: „Zieht man von einem Punkte 
0' aus drei beliebige Strecken O'L', O'M', O'N', die nur die eine 
Bedingung zu erfüllen haben, daß L'M'N' ein spitzwinkliges Dreieck 
ist, BO können die Geraden O'L', O'M', O'N' immer als die Zentral- 
projektionen der Kanten einer dreirechtwinkligen Ecke augesehen 
werden, und die Punkte L M Jf als die Fluchtpunkte." 

Wir fügen noch hinzu diß man, um den Punkt P' zu finden, 
beliebig (mit einer einzigen EinsLlucinkung) die sechs Großen l', m, n'\ 
f, g, Jt wählen kann. Um dies zu zeigen, genügt der Nachweis, daß 
durch diese Daten die Winkel ^ t, t bestimmt sind. Beachten wir 
zunächst, daß 

E + , - 2« - t, 

so folgt 

COS I ■ cos 1; — sin § - sin ij = cos £, 

oder, wenn wir die Sinus eliminieren, 

cos^^ 4- oos^Tj + cos^f — äcos I ■ cos ij ■ cos £ =- 1. 
Diese Beziehung läßt sich auch folgendermaßen schreibeu: 



Setzen wir hierin die aus &1, (9) sich ergebenden Werte von cos |, 
cos ij, cos £ ein, so erhalten wir nach einigen Umformungen 
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r + <f 


f'+h 


■'+)' 





g' + h 


f+t' 


,'+k' 






II 1 1 T» 

Dies ist eine quadratische Gleichung für r^; vorausgesetzt, daß sie 
reelle und positive Wurzeln hat, so erhalten wir, wenn wir eine der- 
selben in (9) einsetzen, cos |, cos i;, eos ^, und damit auch diese 
Winkel selbst, wie behauptet war. 

SoMuBbemerkuiig. Die in diesem Kapitel auseinandergesetzten 
Betrachtungen lassen sich, wenn sie nur leichthin verallgemeinert 
werden, zur Lösung der Fundamentalauf'gabe der Reliefperspet- 
tive heranziehen, welche lautet: „Die einzelnen Punkte P einer Figur 
5F sind durch ihre kartesischen Koordinaten in bezug auf drei zu- 
einander rechtwinklige Achsen OX, OY, OZ bestimmt. Ferner ist 
eine räumliche Homologie gegeben mit dem Zentrum C, ihrer Ebene n 
und einer ihrer Fluchtebenen i ; man soll punktweise die transformierte 
Figur iF^ zeichnen." 

Um unsere Behauptung nachzuweisen, wollen wir die den Achsen 
OX, OY, OZ in der gegebenen Homologie entsprechenden Geraden 
mit O^X^, O^Y^., O^Z^ bezeichnen. Auf O^X^ nehmen wir den Punkt 
0^ als Anfangspunkt der Abszissen x^ und als positiv jenen Sinn, in 
dem sich ein Punkt bewegt, der einem die OX-Ächse in positivem 
Sinne durcb laufenden Punkte entspricht; analoges gilt für 0,. F„ O^Z^. 
Dann besteht zwischen den Abszissen x und x^ der beiden auf OX 
und O^X^ liegenden und mit C allineierten Punkte P und P^ eine 
Beziehung vom Typus der Gl. (1), und analoges gilt für die anderen 
Koordinaten. Betrachten wir jetzt von neuem das „projizierende 
Quader" {vgl, Fig. 159a), so können wir auch hier zunächst die Punkte 
Q^,M^,S^ konstruieren und dann die Vierecke, die den Parallelogrammen 
OQVB und OSPV entsprechen; die Ecke P^ des letzteren wird die 
gesuchte Projektion P^ des Punktes P sein. 

Die Mehrzahl der in diesem Kapitel aufgestellten Sätze bleiben 
auch für die Keliefperspektive bestehen; jedoch muß, da jetzt die 
Winkel I, •»;, i, Seiten eines Trieders sind, die Gleichung (8) durch 
die folgende Ungleichung ersetzt werden 
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Fünftes Buch. 

Photogrammetrie. 

Erstes Kapitel 
Definitionen und Hilfssätze. 
139, Bei nianclieii Gelegenheiten, die sieh, sei es in der Theorie, 
sei es in der Praxis, darbieten, benötigt man ein zuverlässiges und 
möglichst schnelles Verfahren für die Lösung der folgenden beiden 
Aufgaben, auf deren SpeziiälfäUe wir schon verschiedentlich gestoßen 
sind (vgl. Nr. 18—19, 49, 85, 89—90): 

1. Gegelien die Projektionen einer Hgnr von zwei gegebenen 
Zentren anf zwei gegebene Ebenen; man soll ihre Projektion von 
einem dritten Zentmm anf eine bestimmte dritte Ebene finden. 
Z. B.: Es seien zwei Photogramrae eines Gebäudes gegeben; man will 
die Orthogonalprojektion auf eine zur Front parallele Ebene haben; 
oder man hat von einem Gelände zwei photo graphische Aufeahmen 
von erhöhten Punkten aus, und will daraus den Grundriß des Ge- 
ländes erhalten. 

2. Man hat n Zeittralprojektionen einer Pignr, aber von äer 
Lage nach unbekannten Zentren: welche Folgerangen lassen sick 
darans über die Gestalt, die Lage und die Eigenschaften der be- 
treffenden Pignr ziehen? Insbesondere, ist es möglich, sie danach 
zu rekonstruieren? Z.B.: Man hat von einem Denkmal vier Auf- 
nahmen von unbekannten Standpunkten aus; läßt es sich daraus 
rekonstruieren? 

Wir nennen nun jenen Teil der darstellenden Geometrie, der uns 
lehrt, solche Aufgaben zu lösen, (theoretische) Photogrammetrie. Be- 
vor wir an die Lösung dieser Aufgaben gehen, schicken wir einige 
andere voraus, die sich binnen kurzem als nützlich erweisen werden. 

130. L In einer Ebene sind vier Punktet, B, C, D gegeben, 
von denen keine drei in gerader Linie liegen: man soll den Ort 
eines Punktes F bestimmen von der Art, daß das Boppelverhältnis 
der vier Strahlen IP{A, B, C, D) einen gegebenen Wert ft hat. 
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Durch A ziehen wir einen Strahl a, der mit den drei anderen 

AB, AC, AD das Doppelrerhiiltnis ji bildet, es gibt dann einen ein- 
zigen and bestimmten Kegelschnitt J", der durch die vier Punkte 
geht und in A die Gerade a berührt. Ist nun F ein beliebiger Punkt 
von r, so ist bekanntlich das Doppelyerhältnis der vier Strahlen 
P(A, B, C, B) gleich jenem, das der Strahl a mit den dreien AB, 

AC, AD bildet, folglieh gehört P dem gesuchten Oiie an. Dagegen 
jeder Punkt iV" außerhalb von F gehört nicht diesem Orte an; wenn 
nämlich der Strahl AN (außer in A) F zum zweiten Male in M 
schneidet, so hätten wir M(A, B, C, D) = (i, und daher wäre auch 
N(A, B, C, D) = (i, die beiden Strahlenquadrupel wären demnach 
projektiv mit einem gemeinsamen Strahle (der Geraden AMN), und 
daher auch perspektiv, und die Punkte B, C, D lägen in gerader 
Linie, was gegen die Voraussetzung ist. F ist also der gesuchte geo- 
metrische Ort. — Wir wollen der Kürze wegen sagen: „Der Kegel- 
schnitt r faßt das Doppelverhältnis jt." 

ri. Zwei bestimmte, jedoch nicht vollständig gezeichnete Kegel- 
schnitte Fl, F^ gehe« Anrch drei bekannte Punkt* A, B, C: den 
vierten gemeinsamen Pnnkt X zn finden. 

Wir ziehen durch A und B zwei beliebige fieraden a, h, die die 
beiden Kegelschnitte ini*'!, F^ und Gj, G^ schneiden; nnn betrachten 
wir die beiden Vierecke ABF^Gi und ABF^G^, die den Kegel- 
schnitten ^■^ und Tg ein beschrieben sind, als geschnitten durch die 
Transversale CX, Es eutstehen dann auf dieser (zufolge des Satzes 
von Desargues) zwei Involutionen, die sowohl das Paar C, X, als 
auch das Paar L, M gemeinsam haben, das durch die Schnitte der 
Transversalen mit den Geraden a, h entsteht. Infolgedessen fallen 
diese beiden Involutionen zusammen, und daher entspricht dem Punkt« 
Q = AB • CX derselbe Punkt in beiden; demnach schneiden die Ge- 
raden F^G^ und F^G^ die CX in demselben Punkte P, oder, wenn 
man will: die Gerade CX geht durch den Punkt B^F^G^F^G^. 
Da nun die Kegelschnitte F^, F^ bestimmt sind (beispielsweise jeder 
durch zwei weitere Punkte außer A, B, C), so lassen sich die Punkte 
F^, Gj, F^, Gg bestimmen (z.B. durch den Pascalschen Satz); da- 
durch findet man den Punkt P, verbindet ihn mit C und findet damit 
den Punkt, in welchem CF den Kegelschnitt F^ (oder F^ zum zweiten 
Male schneidet; dieser ist dann der gesuchte. 

III. Gegeben ein Strahlenbttschel 0(a, b, e . . ) nnd eine zn 
ihm projektive Pnnktreihe r{A, B, C . . .): das erstere so zu legen, 
daß es perspektiv zur zweiten wird. 

Um das zn erreichen, genügt es offenbar, zu bewirken, daß drei 
beliebige Strahlen a, b, c des Büschels durch die drei entsprechenden 
Punkte A, B, G der Punktreihe laufen. Zu dem Zwecke fassen wir 
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jeden Strahl m des Büschels als aua zwei Halbstrahlen m^, m^ be- 
stehend auf, in die er durch geteilt wird. Alsdann ist, nachdem 
ein positiver Sinn der Drehung festgelegt ist, der Winkel zweier be- 
liebiger Halbstrahlen m^ und n^ (abgesehen von einem Vielfachen 
von 2x) unzweideutig beatimmt; er ist dann gleich dem der beiden 
ergänzenden Halbstrahlen wig und n^, und der Supplementwinkel liegt 
zwischen dem einen und der Ei^nzung des anderen Halbstrahles. 
Nachdem dies vorausgeschickt, beschreibe man über AB den Kreis, 
dessen beide Bogen don -^«iSi und sein Supplement fassen und über 
BC jenen, der den -^ öjC^ und dessen Supplement faßt; diese 
beiden, die schon den Punkt B gemeinsam haben, schneiden sich in 
einem zweiten Punkte S, von dem aus die Punktreihe A, B, C... 
offenbar durch ein dem gegebenen gleiches Büschel projiziert wird. 
Nachdem man so eine Lösung der Aufgabe gefunden hat, ergibt sich 
bald eine zweite, wenn man den zur Geraden r in bezug auf yS sym- 
metrischen Punkt S' ins Auge fa£t. 

IV. Gegeben zwei einaiiäer projektive Strahlenbüscliel 0{a,b,c..^) 
Uttd O^i^, b',ff . . .), sowie zwei Pnukte M, M' auf zwei entsprechen- 
den ihier Strahlen -m, -m': durch jene Punkte zwei Geraden zu 
ziehen, so daß sie die beiden Büschel in zwei gleichen Pnnktreihen 
schneiden. 

Wir betrachten in den beiden Büscheln die sich entsprechenden 
zueinander rechtwinkligen Strahlen p, q und p\ q. Beachten wir, 
daß eine Projekt ivifcät mit drei zusammenfallenden Elementen eine 
Identität ist, so erkennen wir alsbald, daß die gestellte Aufgabe sich 
auf folgende zurückführen läßt: „Durch die Punkte M und M' zwei 
Geraden zu ziehen, so daß, wenn P, Q nnd P', Q' die Schnitte mit 
den Geraden p, q^ imd p',q sind, MF = M'F' und MQ-^WQ' 
wird." Die einfachste Art der Lösung besteht darin, daß man die 
beiden Punkte M, M' auf die beiden betrachteten Geraden als Koor- 
dinataehsen bezieht; sind x, y die Koordinaten von M, und x', y' die 
von M', femer X, Y die laufenden Koordinaten, und nehmen wir 
an, daß 

iX~x) = h{r~y), {X-x)^k'(Y-y') 

die Gleichungen der gesuchten Geraden seien, so sieht man alsbald, 
daß die Bedingungen der Aufgabe sich auf die beiden Gleichungen 
zurückführen lassen 

(1 + h')f- (1 + r')y"; (l + i)«>- (l + j~)x". 

Hieraus folgt 
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Diese Beziehu]igen genügen zur Bestiniiuuug der Lage der durch M 

und M' zu ziehenden Geraden. — Damit die Aufgabe lÖehar sei, maß 

] a: I < I a:' , , wenn i y >\y' \, und a: | > j it' j , wenn umgekehrt ; 3/ j < j i/' ] . 

Um diese Bedingung geometrisch auezudrücken, denken wir uns O 

und 0' zusammenfallend (Fig. 160), ebenso 

p mit p', q mit q, und fällen von. M die 

Lote MH und MK auf die Geraden p und 

q. Dann ist für die Lösbarkeit der Aufgabe 

notwendig und hinreichend, daß der Punkt 

M' aich außerhalb des Rechteckes OHMK 

befinde, jedoch innerhalb eines der Streifen, 

die TOu den Geraden MH, q bzw. MK, p 

begrenzt werden. Wetin M und M' sich in 

einer derartigen Lage gegenseitig befinden, so sa 

in dem für die LoBuog der Aufgabe günstige 

befinden; vgl. Fig. 160, wo dieses Gebiet schraffiert dargestellt ist. 




rt man, daß sii 
1 Gebiete der ] 



Zweites Kapitel. 

PuBdamentalkonstniktionen. 

131. Es seien tT; und tt^ zwei beliebige Ebenen des Raumes, die 
wir als Projektionsebenen, 6*j und Cg zwei beliebige Punkte, die 
wir als Projektionszentren nehmen wollen. Ist nun JF eine be- 
liebige Randfigur, so soUcn JF' und JF" ihre Projektionen von Cj aus 
auf TT^ und von C^ aus auf tt^ sein. Die Gerade Cj C^ schneidet die 
beiden Ebenen tt^ und iTg in zwei bestimmten Punkten, die wir mit 
Cj' und C^' bezeichnen wollen, da ja der erstere die von Q auf tt^ 
gemachte Projektion des Punktes C^ ist, während der letztere die des 
Punktes Q von C^ aus auf iij ist: sie heißen der erste und zweite 
Kernpunkt. Die Schnittlinie der beiden 
Ebenen tt^, tt^ können wir mit t^^ oder 4i 
bezeichnen und sie die Fundamentalge- 
rade nennen; sie ist der Ort der Punkte, 
deren beide Projektionen zusammenfallen. 
Ist nun P (Fig. 161) ein beliebiger Punkt 
des Raumes und sind P', P" seine Projek- 
tionen, so liegen die Geraden C^T'F' und 
C,PP" in derselben Ebene C.C^F, in der 
sich auch die Geraden C^'P' und G/'P" 
befinden; die erstere von diesen liegt in 
T^^, die andere in iig, daher schneiden sie 
sich in dem Punkte P^g (oder P^i), der c 




1 drei Ebenen n 



, C,C4P 



gemeinsam ist. Diese Tatsache läßt sich allgemein so ausdrücken: 
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Die Vfrbindflngsliiiieii der beiden Projektionen eines Punktes 
im Ranme (von zwei beliebigen Zentren auf zwei beliebige Ebenen) 
mit den entsprechenden Kernpunkten schneiden sich snf der Schnitt- 
linie der beiden Projektionsebenen. 

Dieser Satz verdient, trotz seiner äußersten Einfachheit, doch 
wegen der fortwährenden Anwendungen, den Namen Pundamental- 
eatz, mit dem wir ihn in der Folge bezeichnen wollen. 

Beispiele: 1. Sind iTj und tTj zueinander senkrecht, und die 
fraglichen Projektionen orthogonale, so verwandelt sich jener Satz in 
jenen, den man als den „Fnndamentalsatz der Mongeschen Methode" 
bezeichnen könnte, nämlich: Die von den Projektionen eines Punktes 
auf die Achse gefällten Lote haben denselben Fnßpunkt. 

2. Fallen tt^ und tt^ zusammen, so ist die Fundamentalgerade 
unbestimmt und die beiden Kernpunkte fallen in einen Punkt C^ 
zusammen, und da nun die Geraden GP', CP" einen unbestimmten 
Schnittpunkt haben müssen, so fallen sie zusammen; mit anderen 
Worten P', P", C hegen in einer Geraden. Es ist dies die Funda- 
mental ei gen echaft der bizentralen Projektion (vgl. die Anwendung 2 in 
Nr. 85). 

132. Aus dem dai^elegten Fundamentalsatze ergibt sich, wenn 
man die Projektionen beliebiger Pimkte Ä, B, . . . des Raumes be- 
trachtet, daß dann ■i.-v!Qi'&Ü.B<ihAG^{Ä',B',C'..:)m^A C^\A:',B",C"..:) 
entstehen, die beide perspektiv mit der auf dem Träger t^^ entstehen- 
den Pnnktreihe A^^, B^^, C,^ ■ ■ . sind. Sobald wir aber die beiden 
Ebenen tTj und itj verschieben fd h ihre frilhere gecrenseitige 
Lage aufhelen] so werden diese beiden Büschel auf h ren jerspektiv 
zu sein, werden jedoch projektiv bleiben Nehmen w i ai daß diese 
Piojektivitat zwischen den beiden Buschein bekannt «e u 1 nehn en 
wir beliebig einen Punkt A. m n^ an, so wird X nicht 1 est mmt 
sein, sondern nur der Bedingung geniigen, luf demiemf,en Strahle 
des Buscheis Cj zu hegen dei dem Stiahle T X des ersten B chels 
entspricht Jener Strahl ist im allgemeinen best mmt e w u le a 1 
hören, es zu sem nur wenn \ mit Cj zusammenfiele daher ent 
sprechen diesem Punkte die sxmthchen Punkte von Tig In ahnl eher 
Weise entsprechen emem Punkte A von ir^ alle Punkte e nei 1 e 
stimmten Geladen m ti, dui^^enommen, wenn V t( zusanme 

fallt, in welchem Falle ihm alle Punkte von tt^ entsprechen wurden. 

Nehmen wir an, daß die Ebenen ■^^, ir^ sich nicht mehr in ihrer 
ursprünglichen (orientierten) Lage befinden. Es sei einer der 
Kernpunkte (z. B. C/) gegeben, außerdem fünf Paare entsprechender 
Pnukte PfPf"(i = 1, 2 ... 5), gebildet von den beiden Projektionen 
desselben Pnuktes im Ranme, so wird behauptet, daß dadnrch der 
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andere Kernpankt bestimmt ist un^ sich konstrnieren läßt. Dieser 
muß nämlich folgender Bedingung genügen 

c,'(p,-...p/)7^ c;'(P,"...-P,"), 

die sieb in die beiden anderen zerlegen läßt 

C^(P;P^P^P^') A G^'{P;'Pi'P^"Pf). 
Die erste dieser Beziehungen besagt nun (vgl. Nr. 130, 1), daß 6'j" 
auf dem Kegelschnitte Fj liegt, der durch die Punkte P^', P^", F^", F^' 
geht und das Doppelverbältnis C^fPiP^P^'F^) faßt, während die 
zweite besagt, daß C," auf dem Kegelschnitte F^ liegt, der durch 
F;', Pj,", P„", P/' gebt und das Doppelverbältnis C^iP^P^P^P,;) 
faßt, r^ und Fg haben die Funkte P^", P^\ P^' gemeinsam, daher 
schneiden sie sich in einem anderen vierten Punkte, den man linear 
bestimmen kann (Kr, 130, II) und der der gesuchte Kernpunkt ist. 

Sind mehr als fünf Paare entsprechender Punkte in den beiden 
Ebenen -k^, Tig gegeben, so lassen sich daraus beide Kernpunkte kon- 
struieren. Sind z. B. die vier Paare von Projektionen der Pnakte 
1*1, -Po, pg, Pi, die in einer Ebene u liegen, sowie anßerdem die 
von zwei anderen, nicht in ö gelegenen jpnnkten P5 nad P« ge- 
geben^), so wird behanptet, daß dadurch die heiden Kernpnnkte be- 
stimmt sind. Um dies zu beweisen, ziehen wir die Gerade C^P^ und 
nennen ihren Schnitt mit O Q^. Da Q^ und P^ demselben Projek- 
tionsstrahle angehören, fällt Q,^ mit P^ zusammen; um nun Ö5" ^i^ 
erhalten, beachten wir, daß die beiden Gruppen F^P^'P^F^Q^' und 
Pi'F^'Pi'Pi'Qr", da sie zwei Projektionen von fünf Punkten der- 
selben Ebene sind, zueinander projektiv sein müssen: die Projektivität 
zwischen ihnen ist aber durch die vier Paare entsprechender Punkte 
PI, Pf'{i = 1 ... 4) vollständig bestimmt. Folglich kann man durch 
ein Verfahren, das die projektive Geometrie lehrt, den dem Punkte 
^5' ^ P5' entsprechenden Punkt Q^" konstruieren. Da nun t?j, P^, $5 
allineiert sind, so werden auch C^", P^", Q^' in gerader Linie liegen, 
C," wird sich also auf der nun bekannten Geraden Pr" Qr" befinden. 
Verfahren wir nun mit dem Punkte Pg wie mit Pr,, so bekommen 
wir eine zweite Gerade F^"Q^", die ebenfalls C/' enthält, wodurch 
dieser Kerupunkt völlig bestimmt ist. Um den anderen Kernpunkt 
zu finden, könnte man ebenso verfahren, indem man die Rolle der 
beiden Zentren C^, Cg vertauscht, man kann jedoch auch auf das vor- 
bin angegebene Verfahren, den Kernpunkt aus fünf Paaren entsprechen- 
der Punkte zu konstruieren, zurückgreifen. 

iines Gebäudea, so ist es nicht 
, die der obigen Bedingung ge- 
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Schließlich sei bemerkt, daß man zur Kousfrnktion der heiden 
Kernpunkte anch sieben beliebige Paare entsprechender Punkte in 
den beiden Ebenen annehmen kann; alsdann dient zur Auffindung 
der Kernpunkte seibat die Beziehung C/(Pi' . . P,) A C/'(-Pi"- ■ • Pj")- 
Die Konstruktion derselben ist aber ein Problem dritten Grades, 
das sich mit Lineal und Zirkel nicht lösen läßt."^) 

133. Es seien nun drei Projekt iouszentra C^, C^, C\ gegeben 
und mit ihnen seien verknüpft bzw. die drei Projektionsebenen tt^, 
TTj, TTä {Fig- 162). Verknüpfen wir diese drei Projektions Systeme auf 
alle möglichen Arten, so erhalten wir im ganzen sechs Kernpunkte, 
nämlich auf der Ebene 

TT, die Kernpunkte C^' und Cj', 

Tis „ „ (K „ c,", 

^» „ „ Cy" „ <-V'- 

Wir wollen zwei Kernpunkte korrespondierende nennen, wenn sie 
(wie C," und Cj'") die Projektionen desselben Zentrums sind, dagegen 
gegnerische, wenn sie sich (wie C^'" und C^") auf der Verbindungs- 
linie zweier Zentra befinden. Ferner haben wir jetzt drei Funda- 
mentalgeraden, nämlich 

^is ^ ^83 ^^^ Schuittiinien der Ebenen tTj und tTj, 

t^^ 3= (,j „ „ „ „ TTj „ TT;^, 

Die Geraden C^'C^', O^'O^', G^"G.[" , von denen jede durch zwei in 
. Projektionsebene liegende Kernpunkte geht, sind nichts an- 
deres als die Schnitte der Ebene 
CjCgCg mit den Ebenen tIj, ttj, ttj 
bzw.; sie bilden daher ein Dreieck, 
dessen Ecken T^, T^, T^ die Spurpuukte 
fj .■■-"' /l t\ X r ■' ^^'^ '^^^ Fundamentalgeraden mit der 

^,.R^/ J/^X . Ebene C^^(\G^ sind. Die Seiten dieses 

" ' ' Dreiecks heißen die Achsen; jede 

Projektionsebene enthält daher eine 
Achse, auf der dann zwei Kernpunkte 
liegen. 

Wir betrachten jetzt die drei 
Projektionen P', P", P'" eines 
Punktes P im Räume; sie sind 
im allgemeinen drei verschiedene 
Punkte (von denen wir der Kürze halber sagen wollen, sie bilden ein 




a PTohhvi der Projektivität -in dm' Ebene; s. R, Sturi 
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Tripel); zwei von ihnen fallen aber zusammen, wenn P einer der 
Fundamentalgeraden angehört, alle drei fallen zusammen, wenn P in 
den Scheitel des Dreiflaohs der Projektionsebenen hineinfällt. 

Jetzt wenden wir auf jedes der betrachteten Projektions Systeme 
den Fundamentalsatz der Photogrammetrie (Nr. 131) an. Dann sehen 
wir: es sehneiden sich die Geraden 

CyP" und Ci"'P"' in einem Punkte P^j der Fundamentalgeraden t^^, 
Cj'"P" „ C^P „ „ „ F,, „ V 'äi. 

C^F „ Ci"P" „ „ ,, P,a „ „ hi- 

Sind daher die Punkte P' und P" gegeben (derart, daß sie der Be- 
dingung des Fnndamentalsatzes entsprechen), so kann man die Ge- 
raden Cj'P' und Oj"P" ziehen; sie schneiden t^^ und f^g bzw. in Pj^ 
und Pag; zieht man nun P^^C^" und P^aC/", so schneiden sich diese 
in dem Punkte P", der im allgemeinen eindeutig bestimmt ist. So- 
mit gelangen wir zu einer sehr einfachen Koustmktion, die dritte 
Zentpalprojektion eines Punktes zu finden, von dem man zwei Pro- 
jektionen kennt (vgl. Nr. 129, Aufg. I). Um sie in der Praxis bequem 
ausführen zu können, denke man sieh das Dreiflach ■n^^-^^-n^ längs der 
Geraden t^^ aufgeschnitten, und lasse dann die beiden Flächen ttj und 
TTj sich um die Geraden ty^ bzw. i^g drehen, bis sie in die Ebene Hj 
fallen, die als Zeiehenebene dienen soll. 

Zwei beliebig in den Ebenen tij und tTj gezeichnete Geraden g', g" 
sind die Projektionen einer Geraden g des üaumes, die im allgemeinen 
eindeutig bestimmt ist; es ist nämlich die Gerade {(\g' ■ C^g")j die 
dritte Projektion g'" kann man erhalten, wenn man zwei beliebige 
Punkte auf g selbst betrachtet und in der oben iingegebenen Weise 
deren dritte Projektion konstruiert. 

134. Die allgemeine Konstruktion von P"', wenn P' und P" 
gegeben sind, wird illusorisch, wenn P' auf der Achse l^l^ von tt^ 
liegt. Dann fällt nämlich P,^ auf T^ und Pj^ auf T^ ; P" liegt dann 
auf rgC/', d.h. auf der zweiten Achse und P^^ fällt auf T^; die 
beiden Geraden P^^C-^" und P^^C^" fallen demnach mit der dritten 
Achse zusammen und sind also nicht imstande, P"' zu bestimmen. 
Um einzusehen, daß nichtsdestoweniger, wenn auch die Punkte P' 
und P" auf der ersten bzw. zweiten Achse gegeben sind, P'" dennoch 
bestimmt ist, betrachten wir einen beliebigen Punkt Q auf der Ge- 
raden OP., wir nehmen dann Q' auf OP' und Q" auf OP", natürlich 
so, daß die Bedingung des Fnndamentalsatzes erfüllt ist, imd suchen 
nach dem allgemeinen Verfahren Q"'; die Gerade OQ'" schneidet die 
in TTj liegende Achse in P'". Hieraus gewinnt man zugleich den 
Satz: Wenn eine der Projektionen eines Punktes anf die entsprechende 
Achse fällt, so tritt dies aneh tnr die beiden anderen ein. Zu 
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diesem Falle, in dem allein scheinbar zwei Projektionen eines Punktes 
nicht zur Bestimmung der dritten ausreichen, bildet ein anderer Fall 
TOn tatsächlicher Unbestimmtheit ein Seitenstück, welches erwähnt zu 
werden verdient. Betrachten wir nämlich einen Punkt P, dessen 
erste Projektion mit dem Kernpunkte C^' zusammenfällt; dann ist P 
ein Punkt der Geraden Gfi^, und nun können sich zwei Fälle dar- 
bieten: 1. P ist ein von C^ verschiedener Punkt von C^(j^\ dann fällt 
P" auf C^', den zu C^' korrespondierenden Kernpunkt; P"' Hegt auf 
der Achse T^ T^ und ist völlig bestimmt, wenn der betreffende Punkt 
selbst gegeben ist, jedoch nicht durch die beiden Projektionen P' ^ C^ 
und P"^ C". 2. P fällt mit C^ zusammen; dann fällt P"' auf 0^'", 
den zu C^' gegnerischen Kernpunkt, während P" ein beliebiger Punkt 
von TTj ist. Wir können demnach sagen: 

Fällt ein Punkt eines Tripels is einen Kernpunkt, so trifft 
dies anch fnr einen zweiten Fnnkt zn; das Zosammenfallen kann 
in flem gegnerischen oder in dem korrespondierenden Kernpunkte 
stattfinden, doch in jedem Falle ist der dritte Punkt unbestimmt, 
d. h. es entspricht zwei korrespondierenden KerupEukt«n ein be- 
liebiger Punkt der dritten Projektionsebene, zwei gegnerischen ein 
beliebiger Punkt der Achse der dritten Bildebene. 

135. Die in Nr. 133 angegebene Konstruktion speKJalisiert sich 
für besondere Lagen der Grundelemente und geht in gewissen Fällen 
auf einige schon bekannte Konstruktionen zurück, wie folgende Bei- 
spiele zeigen. 

1. iTj, TTj, 7Tg bilden ein drei rechtwinkliges DreiÜach und C^, 
Cg, Cg seien die entsprechenden Zenithe; dann haben wir wieder das 
in Nr. 19 angegebene Verfahren, aus Grund- und Aufriß den Seitenriß 
zu finden. 

2. TT^ und TTj seien noch zueinander senkrecht, jedoch ir^ sei nur 
zu Tig senkrecht und es handle sich um Orthogonalprojektion: dann 
kommen wir auf anderem Wege zu dem in Nr. 49 dargelegten Ver- 
fahren der Verlegung einer Bildebene bei der Mongeschen Methode. 

3. TT^ und TTg seien Grund- und Aufrißebene eines Mongeschen 
Systems, tT;, jedoch falle mit tTj zusammen und Q befinde sich in be- 
liebiger Lage. Dann verwandelt sich die allgemeine Konstruktion 
in die in Nr, 91 dargelegte: ans Grund- nnd Aufriß einer Figur die 
perspektivische Darstellung auf die Grundrißebene von einem ge- 
gebenen Zentrum ans zn finden. 

4. TTj, TTj, TTjj fallen in eine einzige Ebene tt zusammen, und Cg 
sei deren Zenith, während (7j und C^ beliebig sind. Dann handelt 
es sich um die Konstruktion der Ortliogonalprojektion auf eine 
Ebene, wenn man die bizentrale Darstellung (vgl. Nr. 85) anf die- 
selbe Ebene kennt. 
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5. Schließlich sei noch eia neuer Fall betrachtet, der von prak- 
tischer Bedeutung ist (in der Architektur), nämlich folgende Aufgabe: 
Gegelien die heidfn Ortlogonalprojektionen einer Figup auf zwei 
vertikale Ebenen tt^, tt^; gesneht die Zentralprojektittn von einem 
gegebenen Zentrum Ca aus auf eine gegebene dritte, ebenfalls ver- 
tikale Ebene n^. In diesem Falle liegt der Punkt im Unendlichen, 
und die drei Fundamenialgeraden t^^, 4,, (jg sind einander parallel; 
die Ebene OjCgCj ist (weil C^ und C^ unendlich fem in der zu tt, 
bzw. TTj senkrechten Kichtung liegen) die durch 63 senkrecht zu der 
gemeinaamen Richtung der drei Fundameatalgeradeu gelegte Ebene, 
Die Kernpunkte 6V und G./' sind die Orthogonalprojektionen von Cj 
auf TT^ und %, während C\"' und C^'" die Punkte der Geraden T^T^ 
sind, in denen die Ebene tt^ von den Geraden CjO/ und CgCg" ge- 
schnitten wird. — Um nun hier die Projektion P'" eines Pnnktes, 
von dem die beiden Orthogonaiprojektionen P', P" gegeben sind, tat- 
sächlich zu konstruieren, heben wir die Lage der Grundelemente, die 
sie ursprünglich besaßen, auf und denken uns die von ttj, tij, tt^ ge- 
bildete prismatische Flache längs der Kante t^^ aufgeschnitten, und 
lassen dann ttj und itg um die Kanten ^3 und t^^ sieh drehen, bis sie 
in die TI3 faUeii, die wir als Zeichenebene wählen wollen. Es seien 
dann (^j^) und (t^^)* die neuen Lagen, die die Gerade ^^ annimmt. 
Da das Dreieck T^T^Tg ein Normalschnitt der genannten priamati- 
Bchen Fläche ist, so fallen die Geraden T^iT^) und T^(Tg)* auf die 
Gerade T^T^, die senkrecht zur gemeinsamen Richtung von fjg, ^3, 
(*is)i Ciä)* läuft. Auf dieser Geraden, die schon die Punkte C/", C^'" 




enthält, kommen auch die Umlegungen von G^' und G.^" als ((7g') und 
(C,") zu liegen. Zwei Punkte P', P", die erste und zweite Projektion 
desselben Raumpunktea waren, erhalten dann die neuen Lagen fP'), 
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{P"), deren Verbindungslinie offenbar parallel zur Geraden 1", T^ wird 
(senkreclit zu t^^ imd ^g). P'" ergibt sich dann zufolge der allge- 
meinen Konstruktion, die im vorliegenden Falle so lautet: Man ziehe- 
die Gerade ^'(P'); ihr Schnitt mit ^3 ist Pj^; dann ziehe man P^ß^". 
Ebenso verbinde man Cj" mit P", welche Gerade t^^ in Pjg trifft; 
dann ziehe man P^gC^'", und diese Gerade trifft PisC,'" in dem ge- 
suchten Punkte P"', — Diese Konstruktion ist in der vorigen 
Figur 163 für den Würfel P, Q, . . . W, dessen Fläche TJJVW'm tTj 
liegt, ausgeführt, für den Fall, daß Hg senkrecht zu tt^ ist, und tt^ mit 
Hj und TTg einen Winkel von 4Ö" bildet. Der Einfachheit halber sind 
die Umlegungen nicht alle mit den Klammem versehen. 

1 Fig. 163 die zu Tii senkrechte« Würfel- 

Es mögen noch einige Bemerkungen hinzugefügt werden, die von 
praktischem Nutzen sind. Zunächst kann man davon absehen, die 
Geraden (/,j) und (^13)* zu zeichnen, da sie in keiner Weise bei der 
oben angeführten Konstruktion Verwendung finden. Ferner behaupten 
wir, daß man für die Geraden t^^ und t^^ irgendwelche beliebige unter 
sieh parallele Linien in der Zeichenebene nehmen kunn, und überdies 
noch (abgesehen von einer noch zu besprechenden Einschränkung) 
die Kernpunkte C^", C^'", (Cg'), (C3") nach Belieben auf einer ge- 
meinsamen zu jenen Geraden senkrechten Geraden wählen kann. Zum 
Beweise zeigen wir zunächst, daß durch jene Daten die Breite der 
Flächen i^^t^^ und t^^t^^ bestimmt werden kann, die die prismatische 
Fläche der drei Projektionsebenen bilden, mit anderen Worten, daß- 
man dadurch die Bestimmung des Dreiecks J'iJ'jTg, welches der Nor- 
malsehnitt dieser Fläche ist, vervollständigen kann. Betrachten wir 
nämlich die auf dieser Schnittgeraden gelegenen Kernpunkte, so muß, 
da <fi,C^"C^T^^= -, Cg auf dem über C^"T^ als Durchmesser be- 
schriebenen Kreise liegen; da T^C^ = T^{G{), so ist Ci bestimmt 
und wird reell, wenn nur 

Ebenso bestimmen der Kreis über C^"'Tj als Durchmesser und der 
um 1\ mit T^iCJ') beschriebene den Kernpunkt C^", der reell vpird^ 

J\{C/') < PC/". 

Hat man die Punkte Cg' und Cg" erhalten, und verbindet sie mit T^ 
und Pi bzw., so liefert der Schnittpunkt der Verbindungslinien die 
dritte Ecke Tg der gesuchten Schnittgeraden. 

Es dürfte auch von Interesse sein, zu erfahren, in welcher Weise 
man die Punkte P^, Pg, Cj"', C^", (Cg'), (Cg") zu wählen hat, damit 
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■die beiden Ebenen n^, tt^ zueinander senkrecht werden. Es muß als-, 
dann das Dreieck T^^T^T^ bei 2"^ rechtwinklig werden, es muß also 



cos^ r, + cos* Tg — 1 ; 



t:c," t, (g, ") , T, r, c, ■ 2\{c:) 

'■_ ?— = - f- ' ' und eos To = _!_!_. = __._l± ; 



oder 

nun ist aber 
CDS T^ • 
folglich ist die gesuchte Bedingung: 

Lr,c"'J Lr,c,"'J 
Man kann dies auch so ausdrücken, daß mau sagt, ~T^{C^')-aaAT^(ß{) 
müssen die Koordinaten eines Punktes der Ellipse sein, die die 
Strecken Tfi^" und T^C^" als Halbachsen hat. Man beachte auch, 
■daß, wenn man die Sti'eckeu in dieser Weise wählt, auch die beiden 
vorigen Ungleichungen erfüllt werden. Die obige Bedingung muß 
beispielsweise erfüllt werden, wenn man will, daß tTj und Ttg Aufriß- 
und Seitenriß ebene eines Mongeschen Systems seien. 



Drittes Kapitel. 

Bestimmung einer Pignr aus n Projektionen derselben. 

13Ö. Nachdem wir im vorigen Kapitel die erste von den zu An- 
fang von Nr. 130 aufgestellten Aufgaben wenigstens in ihren Grund- 
zügen gelöst haben, gehen wir nun dazu über, uns mit der zweiten 



Von einer Pignr fF sei nnr eine Pi-ojektion 5^' anf eine Ebene 
n von einem nnbekannten Zentrum ans gegeben, um von 3^' zu fF 

zu gelangen, können wir irgend einen der oo* Punkte des Raumes 
als Zentrum nehmen. Ist nun P' ein Punkt von ^', so kann man 
als Punkt P irgend einen beliebigen der co^ Punkte des Strahles CP' 
nehmen. Wenn also die Figur 3^' aus einer endlichen Zahl r von 
Punkten besteht, so gibt es 00''+^ Figuren % In jedem Falle aber 
gibt es (x>' zueinander projektive Figuren 3^, die ^' als Projektion 
anf TT haben. Nehmen wir nämlich an, wir hätten eine solche Figur 
JFo gefunden, und es seien P^^ßPuSo vier beliebige Punkte derselben, 
und Cg das zugehörige Projektionszentrum, dann gehen die Strahlen 
Co^o. Co^o. CgPo- Co^o -iureh die gegebenen Punkte P', Q', B', S' 
bzw. Nehmen wir nun beliebig einen anderen Punkt C, und eben- 
falls beliebig auf den Geraden Ö^F, C^Q', C^B', C^S' die Punkte F„ 
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